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Kontextfreie Sprachen

Bevor wir L(M) = L(G) beweisen, wollen wir uns die Arbeitsweise
dieses Kellerautomaten M an einem kleinen Beispiel verdeutlichen:

Sei G = ({a,b},{S},S, P} mit P={S — aSb,S — &}.
Dann ist M = ({a,b},{a,b,S},{s, f},s, Q)

mit also gilt z.B. bei Eingabe aabb:
A =1 ((s,6,¢),(f,S)), (s,aabb,e) Fyr  (f,aabb, S)
(((f,e,S),(f,aSh)), Fav o (f, aabb, aSh)
(((f,e,5), (f.e), =y (f;abb, Sb)
((f,a,a),(f,€)), =nr (f, abb, aSbb)
((f,0,0),(f,€))} =ar (f, bb, Sbb)
Fa (f, bb, bb)
v (f,0,0)
Fv (fies€)

Kurt Sieber GTI - WS 2004/05 224



Kontextfreie Sprachen

Am Beispiel sienht man, dass in einer erfolgreichen Berechnung des
Kellerautomaten das aktuelle Eingabewort stets aus dem aktuellen
Kellerwort ableitbar ist. Diese Beobachtung bringen wir durch fol-
gende Aquivalenz zum Ausdruck: Fiir alle a € ' und w € * gilt

(fyw,0) Fiy (f,e,6) & aSgw (*)
Aus (*) folgt L(M) = L(G), denn:
we L(M) & (s,w,e) b5 (f,e,¢€)

& (f,w,S) Ry (f,e,€)
weil als erster Ubergangssschritt nur
(s,w,e) Fps (f,w,S) in Frage kommt

&S :*>G w
wegen (*) mit a =S
& we L(G)
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Kontextfreie Sprachen

Es bleibt also (*) zu beweisen
(fiw, @) Fiy (fie,8) & a=gw (*)

=" Induktion Uber die Anzahl n der Ubergangsschritte in I—}kw
n=0,dh w=a=c¢:

Dann gilt « :*>G w.

n >0, d.h. (f,w,a) by (f,0,68) Firt (f,e,e) mitv e =* und g € I'*
Dann gilt nach Induktionsannahme 8 =4 v.

Wenn der erste Ubergangsschritt mit (3) erfolgt, so existiert ein
a €2 mit w=av und a = aB, also gilta=a6:*>(;cw=w.

Wenn der erste Ubergangsschritt mit (2) erfolgt, so gilt w = v und
B entsteht aus o durch Anwendung einer Produktion (A — ~v) € P.
Dann gilt a =5 8 =>c v = w.
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Kontextfreie Sprachen

(fyw, @) Fiy (fre,8) & a=gw (*)

‘<": Induktion liber die Linge n einer Linksableitung a = w
n=20,dh a=wé¢&X*:
Dann gilt (f,w,a) = (f,w,w) H* (f,2,) mit (3).

n > 0, d.h. es existiert ein a1 €M™ Mit a =g a1 n:_>1G w

Sei A — ~ die Produktion im Linksableitungsschritt a =& a1, d.h.
es existieren u € Z*, 6 € ' mit a = vAB und a7 = uyB. Wegen
u € X* existiert dann ein v € ¥* mit w = wv und g3 n:_>1G v, also

(f,w,0) = (f,uv,uAB) F (f,0,AB) mit (3)

v (f,v,v8) mit (2)
=3, (f,e,e) nach Induktionsannahme O

Kurt Sieber GTI - WS 2004/05 227



Kontextfreie Sprachen

Die Umkehrung von Satz 2.19 qgilt ebenfalls.

Satz 2.20 Zu jedem Kellerautomaten M |asst sich eine kontextfreie
Grammatik G konstruieren mit L(G) = L(M).

Beweis: s. Literatur ]

Also erhalten wir eine zweite Charakterisierung fur die Klasse der
kontextfreien Sprachen.

Satz 2.21 Eine Sprache L C >* jst genau dann kontextfrei, wenn es
einen Kellerautomaten M gibt mit L = L(M).

Beweis: Das folgt unmittelbar aus den Satzen 2.19 und 2.20. O
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Kontextfreie Sprachen

Abschlusseigenschaften

Satz 2.22 Die Klasse L;. f der kontextfreien Sprachen ist abgeschlos-
sen unter den Operationen U,o.* und +, d.h. wenn Ly,L> C ~* kon-
textfrei sind, dann sind auch die Sprachen

1. LUl
2. LioLyp
3. I
4. LT

kontextfrei. Daruber hinaus gibt es Algorithmen, um Grammatiken flir
diese Sprachen aus den Grammatiken fiir L1 und Lo zu konstruieren.
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Kontextfreie Sprachen

Beweis:
Seien G; = (X,N;,S;,P;) (i = 1,2) kontextfreie Grammatiken mit

L(G;) = L;. Wir dirfen annehmen, dass N1 N No = 0.
1. siehe Ubung 11, Aufgabe 4
2. Sei G=(X,N,S, P), wobei
- S ein neues Zeichen ist, d.h. S ¢ N1 UN>UX,
- N = Nj1UN>U{S},
- P={S— S1S}UPLUPs.
Dann gilt L(G) = Lq o L».
‘D' Seiw € LyiolLy, d.h. w=wjwy mit w; € L; fur : =1, 2.

Dann gilt S; =¢, w; und damit auch S; =g w; fiir i = 1,2, und es
folgt S = S152 =g w18 =g wiwy = w, d.h. w € L(G).
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Kontextfreie Sprachen

‘C’: Sei w € L(G), d.h. es gibt eine Linksableitung S =4 w.

Da S ein neues Zeichen ist, kann der erste Ableitungsschritt nur
S = 5155 sein, also hat die gesamte Ableitung die Form S =
S159 =*>G w159 :*>G wiwo = w, wobei 51 :*>G w1 und So =*>G wo.

Wegen N; N No = 0 kdnnen in S; = wy nur Ableitungsschritte
flir Gy vorkommen und in S; = wo nur solche fiir Go.

Also gilt 51 :*>G1 w1 und Sy :*>G2 wo, d.h. wq € L1,wy € Lo und
damit w € Lq o Lo.

3. Sei G=(X,N,S,P), wobei
Sé¢& Ny UL,
N = Nj U{S},
P={S— 515 5S—¢e}UPy.
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Kontextfreie Sprachen

Dann gilt L(G) = L7.

‘D" Sei w € L%, d.h. es existieren n > 0 und wq,...,wn € L1 mMit
W= wW1q ...Wn.

Dann gilt S = S1S = ... = SIS = S7, und wegen S; =g w; fir
i=1,...n folgt S =5 wy...wp = w, also w € L(G).

‘C": Sei w € L(G). Durch Induktion lber die Lange einer Links-
ableitung S =g w beweisen wir w € L.

Da S ein neues Zeichen ist, kann der erste Ableitungsschritt von
S :*>G w nur S = 5§15 sein, also hat die gesamte Ableitung die
Form § = 515 :*>G w1 S :*>G wiw’ = w, wobei S :*>G w1 und
S Saow.

Da S; =¢ wy nur Ableitungsschritte fiir G enthalten kann, gilt
wy € L(G1) = L1, und nach Induktionssannahme gilt w’ € L.

Also folgt w = wyw’ € Ly o L5 C LY.
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Kontextfreie Sprachen

4. Die Abgeschlossenheit unter + folgt aus der Abgeschlossenheit
unter o und *, weil Li" = LjolL7. O

Es ist kein Zufall, dass Durchschnitt und Komplement in Satz 2.22
fehlen. Wir werden spater sehen, dass der Durchschnitt zweier kon-
textfreier Sprachen im allgemeinen nicht kontextfrei ist.

Daraus folgt sofort, dass auch das Komplement einer kontextfreien
Sprache im allgemeinen nicht kontextfrei ist, denn aus der Abge-
schlossenheit unter Vereinigung und Komplement wurde sich die Ab-
geschlossenheit unter Durchschnitt ergeben.

Fur den Durchschnitt gilt eine schwachere Aussage, die sich besser
mit Automaten (als mit Grammatiken) beweisen lasst:
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Kontextfreie Sprachen

Satz 2.23 Wenn L1 C X* kontextfrei und L> C >* regular ist, dann
ist L1 N Lo kontextfrei.

Beweis:

Sei M1 = (X,I,Q1,s1, F1, A1) ein Kellerautomat mit L(M71) = L1
und sei Ay, = (Z,QQ,SQ,FQ,AQ) ein NDEA mit L(AQ) = Lo.

Wir konstruieren einen Kellerautomaten M mit L(M) = L1 N Lo».

Idee: M arbeitet wie M; und simuliert “parallel dazu” noch die
Ubergdange des endlichen Automaten As.

Diese “Parallelverarbeitung” bringt man dadurch zum Ausdruck,
dass man auf der Zustandsmenge ()1 X Q> arbeitet: In der ersten
Komponente merkt man sich den aktuellen Zustand von My, in
der zweiten Komponente den von As.
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Kontextfreie Sprachen

Sei also M = (Z, [, Q1 X Qo, (81,82), F1 X F5, A) mit

A = {(((p1,p2),u,8),((q1,92),7)) | ((p1,w,8),(q1,7)) € A1
und (p2,u) Fy, (q2,€)}

A ist gerade so konstruiert, dass in jedem Ubergangsschritt von
M ein Ubergangsschritt von M; und eine entsprechende Folge von
Ubergangsschritten von A, simuliert werden, d.h. es gilt stets:

((p1,p2),u, ) bFar ((q1,92),6,¢') < (p1,u, @) b (g1,6, )
und (p2,u) 3, (g2,¢€)

Das ergibt sich unmittelbar aus der Definition von A und der Defini-
tion der moglichen Ubergangsschritte eines Kellerautomaten.
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Kontextfreie Sprachen

Der gleiche Zusammenhang gilt dann auch fiir Folgen von Ubergangs-
schritten:
((p1,p2),u, ) Fiy ((q1,92),6,0") & (p1,u, ) = (q1,6,a")
und (pQ,U) |_j<42 (QQag)
Das ergibt sich leicht durch Induktion uber die Lange der Folge.
Daraus erhalt man schlieBlich das gewunschte Ergebnis:
w € L(M) < es existiert ein (q1,92) € F mit
((s1,82),w,e) Fy, ((q1,92), €, €)
& es existieren q1 € Fy,q0 € Fo mit
(s1,w,e) Fyy, (q1,€,¢)
und (s2,w) F, (42,¢)
& weL(Mi)NL(Ay) =L1N Lo O
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Entscheidbarkeitsfragen

Wir haben gesehen: Viele Fragestellungen uber regulare Sprachen
sind entscheidbar, d.h. es gibt (einfache, manchmal auch effiziente)
Algorithmen, die stets die richtige Antwort liefern.

Gilt das auch fur kontextfreie Sprachen?

Wichtigste Fragestellung ist das Wortproblem:

1. Das spezielle Wortproblem fur eine kontextfreie Grammatik G-
Eingabe: Ein Wort w € >*.
Frage: Ist w € L(G)7

2. Das allgemeine Wortproblem fur kontextfreie Grammatiken:

Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G und ein Wort w € >*.

Frage: Ist w € L(G)7
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Kontextfreie Sprachen

Fur die Praxis ist das spezielle Wortproblem wichtig, denn das ist die
Frage, die ein Parser flr die Sprache L(G) beantworten muss: Ist die
Zeichenreihe, die der Programmierer eingibt, ein syntaktisch korrektes
Programm? Diese Frage muss nicht nur entscheidbar sein, sondern
sie muss sich effizient |0sen lassen.

Wir zeigen hier, dass sogar das allgemeine Wortproblem entscheidbar
ist (allerdings nicht sehr effizient).

LOosungsansatz:

Um w € L(G) zu iuberpriifen, sucht man systematisch nach einer
Ableitung fur w aus dem Startsymbol S. Man kann z.B. erst alle
Worter v € (N U X)* bestimmen, die in einem Schritt aus S ableitbar
sind, dann die, die in zwei Schritten ableitbar sind usw.

Wenn w dabei irgendwann auftaucht, ist die Antwort “ja”. Aber wann
kann man die Antwort “nein” geben, d.h. wann kann man sicher sein,
dass w nicht mehr auftaucht?
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Wenn wir wussten, dass bei jedem Ableitungsschritt mindestens ein
Zeichen hinzukommt, dann hatten wir ein Abbruchkriterium: Dann
brauchten wir nur Ableitungen zu untersuchen, die hochstens die
Lange |w| haben.

Probleme bereiten also Ableitungsschritte, bei denen das Wort nicht
langer wird. Solche Ableitungsschritte entstehen, wenn man Produk-
tionen A — v mit |y| < 1 anwendet.

Definition 2.24

m Eine Produktion der Form A — ¢ (mit A € N) heiBt e-Produktion.

m Eine Produktion der Form A — B (mit A,B € N) heiB3t Einheits-
produktion.

Wir werden zeigen, dass man solche Produktionen (bis auf eine) aus
einer kontextfreien Grammatik entfernen kann, ohne dass sich die von
der Grammatik erzeugte Sprache verdndert.
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