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Endliche Automaten

Wie bestimmt man die Menge der erreichbaren Zustande?

Sei A=(X,Q,s,F,0) ein DEA. Fur jedes n > 0 sei

Rp={qe Q| esex. einweX* mit lw| <n und (s,w) F% (q,¢)}
Die Mengen R, lassen sich durch Induktion uber n definieren:

— Ro = {s}
- Rn+1:RnU{5(Q7a)|q€Rn,a€Z}

Es qgilt Rg € R; € R, C ... und die Menge R aller erreichbaren
Zustande erhalt man durch

R =U;>0 Rn

Da alle Ry, in der endlichen Menge Q enthalten sind, muss ein n
existieren mit R, = R4 1.

Daraus folgt R, = R, fur alle m > n, also R = R,,.
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Endliche Automaten

Algorithmus
m Berechne die Mengen Rg, R1, Ro,... mit der induktiven Definition

= Sobald R, = R, 41 9ilt, ist R, die Menge der erreichbaren Zustande.

Man beachte:
= Nach den vorangegangen Uberlegungen terminiert der Algorith-
mus und liefert das korrekte Ergebnis.

m Der gleiche Algorithmus funktioniert auch fur NDEAs und auch
fur einen beliebigen Zustand p anstelle des Startzustands s.

s Er funktioniert sogar, wenn man noch nicht alle Ubergange kennt:
denn im Induktionsschritt braucht man nur die Ubergange, die von
den bereits gefundenen Zustanden ausgehen.

m Eigentlich handelt es sich um einen Graphalgorithmus (vgl. Vor-
lesung Algorithmen): Da die Markierung der Pfeile im Algorith-
mus keine Rolle spielt, kann der Automat als gerichteter Graph
gesehen werden.
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Endliche Automaten

Gibt es noch weitere uberflussige Zustande?

m Ein Zustand heil3t tot, wenn man von ihm aus keinen Endzustand
mehr erreichen kann.

m Beipiele:
der Zustand ¢’ im Automaten A;,,
der Zustand () in einem Potenzautomaten.

m Auch tote Zustande kann man aus einem Automaten entfernen,
ohne dass sich die erkannte Sprache verandert.

m Aber: Dabei kann aus der totalen Funktion é eine partielle Funk-
tion werden, d.h. der entstehende Automat muss kein DEA mehr

sein.
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Endliche Automaten

Anmerkung zur Literatur:

m Manche Autoren lassen partielle Funktionen in DEAS zu.
Das entspricht besser dem intuitiven Begriff “deterministisch”
und man spart sich tote Zustande.

m Aber partielle Funktionen bereiten technische Probleme bei der
Schreibweise: Man kann sie nicht auf jedes Element anwenden.

Deshalb lassen wir sie nicht in DEASs, sondern nur (als spezielle
Relationen) in NDEASs zu.

Das ist kein groBer Nachteil, denn man kommt stets mit einem
toten Zustand aus.
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Endliche Automaten

Sprachklassen

Bei vorgegebenem Alphabet 2 sei
m Lreg ={L CX*| L regular.}
m Lpea = {L C X* | es existiert ein DEA A mit L = L(A)}
m Lnpea = {L C X7 | es existiert ein NDEA A mit L= L(A)}

Solche Mengen von Sprachen bezeichnet man als Sprachklassen,
Konvention: L fur Sprachklassen.
Wir wollen zeigen:

Lpea = LnpEA = Lreg

Die erste Gleichheit haben wir schon.
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Endliche Automaten

Satz 1.12 'CDEA = 'CNDEA

Beweis:
Tt
Klar, da jeder DEA ein NDEA ist.
Genauer:

Wenn man einen DEA A als NDEA auffasst, d.h. wenn man die
Ubergangsfunktion § als Relation auffasst, dann stimmen alle De-
finitionen (F4,F%,...) fir den DEA und den NDEA Uberein, also
ist insbesondere die erkannte Sprache in beiden Fallen die gleiche.

IDI:

Sei L = L(A) fir einen NDEA A. Dann gilt L = L(A’) fir den
Potenzautomaten A’ von A, und A’ ist ein DEA. O
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Endliche Automaten

Um zu zeigen, dass auch Lreg die gleiche Sprachklasse ist, betrachten
wir zunachst eine weitere Verallgemeinerung unseres Automatenbe-
griffs. Wir lassen Pfeile zu, die mit dem leeren Wort ¢ markiert sind.

Definition 1.13 Ein s-NDEA ist ein 5-Tupel A = (X, Q, s, F, A) mit:

m 2 Q,s, F' wie beim DEA
» ACQx(ZU{e}) xQ
Intuition:

m Ein e-NDEA kann spontane Zustandsubergange durchfuhren, ohne
ein Zeichen zu lesen.

m Durch diese weitere Freiheit kann es einfacher sein, einen endlichen
Automaten fur eine gegebene Sprache zu finden.

z.B. indem man dem Automaten ermoglicht, ein ‘optionales’ Zei-
chen oder Teilwort mit € zu Uberspringen (Sprachen L+, Leoat)-
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Endliche Automaten

Arbeitsweise eines s-NDEA:

m Nur 4 muss neu definiert werden

(g, w) F4 (¢,w") & es existiert ein a € = U {e} mit
w=aw’ und (g,a,q") € A
m Alles andere wie beim NDEA.

m Die neue Sprachklasse bezeichnen wir mit L._npEAa-

Ubliche Frage:

Kann ein e-NDEA prinzipiell mehr leisten als ein NDEA?

D.h. gibt es eine Sprache in L._npea \ LNDEAT
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Endliche Automaten

Satz 1.14 _Zu jedem e-NDEA |3sst sich ein NDEA konstruieren, der
die gleiche Sprache akzeptiert.

Beweis:
Sei A= (3,Q,s,F,A) ein e-NDEA.

Wie kann man die e-Ubergdnge aus A entfernen, ohne die erkannte
Sprache zu verandern?

Dazu definiert man zunachst den e-Abschluss E(p) eines Zustands
p € @@ durch:

E(p) ={qec Q| (p,e) F (q,e)}

E(p) enthadlt also genau die Zustande, die man von p aus mit einer
Folge von e-Schritten erreichen kann.

Insbesondere ist stets p € E(p), weil auch eine Folge von 0 Schrit-
ten zugelassen ist.
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Endliche Automaten

Sei nun A" = (Z,Q, s, F/, A") mit
s AN={(p,a,q) e Q@ x X xQ|es ex. ein p € E(p) mit (p',a,q) € A}

d.h. in A’ nimmt man genau dann einen a-Ubergang von p nach
q auf, wenn es in A eine Folge von e-Ubergangen von p zu einem
Zustand p’, und von p’ einen a-Ubergang nach g gibt.

= FP={peQ|E()NF # 0}

d.h. die Endzustdnde von A’ sind genau die Zustidnde von A, die
mit einer Folge von e-Schritten in einen Endzustand ubergehen
konnen.

m A’ ist ein NDEA, denn per Definition ist A CQxXZxQ, d.h. A
enthalt keine e-Ubergange mehr.

= Andererseits gilt AN(Q x X x Q) C A/, denn wegen p € E(p) kann
man in der Definition von A’ auch p’ = p waéhlen.

Das bedeutet, dass alle Pfeile von A, die nicht mit € markiert sind,
in A’ erhalten bleiben.
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Endliche Automaten

Behauptung: L(A) = L(A))
Bewelis:
‘-
» Sei w=aj...an € L(A), d.h. (s,w) % (f,e) flr ein f e F.

m Diese Folge lasst sich so aufteilen:

(s,a1...an) F% (go,a1...an) Fa (q1,a2...an)

% (@n—1,an) —a (gn,€)
=5 (f,€)

wobei die I—j‘4 nur aus e-Schritten bestehen.
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Endliche Automaten

m Also gilt per Definition von A’:
(s,a1...an) Fy (q1,a2...an) Fu ... Fu (gn,€)
und per Definition von F’ ist g, € F’, also w € L(A)
131:

= Sei we L(A'), d.h. (s,w) H%, (f,¢) fur ein f' € F’

s Da jeder Ubergangsschritt in A’ einer Folge von Ubergangsschrit-
ten in A entspricht, gilt dann auch (s,w) % (f',¢)

und per Definition von F’ gilt (f/,e) % (f,e) fir ein f € F.
= Also gilt (s,w) F% (f,e) und damit w € L(A).
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Endliche Automaten

Noch zu zeigen:

Der NDEA A’ l3sst sich tatsachlich aus A konstruieren.

Dazu muss man die Menge E(p) fir jeden Zustand p € Q berech-
nen. Das geht analog zur Menge R der erreichbaren Zustande.

Fur jedes n > 0O sei

En(p) ={q€ Q| (p,e)F (g,¢)}

(die Menge aller Zustande, die von p aus mit hoéchstens n e-
Schritten erreichbar sind).

Auch diese Mengen lassen sich durch Induktion uber n berechnen:

— Eo(p) = {p}
— E,+1(p) =E.(p)U{ge Q|es ex. einp € E,(p) mit (p',e,q) € A}

und bilden eine aufsteigende Folge Ep(p) C E1(p) C ...
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Endliche Automaten

Mit der gleichen Argumentation wie oben folgt:

Es existiert ein n mit En(p) = E,41(p), und fur diese Zahl n ist
dann E(p) = En(p).

SchlieBlich erhdlt man mit Hilfe der Mengen E(p) die Ubergangs-
relation A’ und die Endzustandsmenge F’/, und damit ist die Kon-

struktion von A’ beendet. ]

Als unmittelbare Folgerung von Satz 1.14 erhalten wir

Satz 1.15

L..nDEA = LNDEA
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