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Berechenbarkeit

Wir haben gesehen, dass alle primitiv rekursiven Funktionen total sind.
Es fehlt also noch ein Operator, der uns erlaubt, partielle Funktionen
zU definieren.

Definition 3.37 Sei k > 1. Eine Funktion f : Nk < N entsteht durch
Anwendung des (unbeschrinkten) p-Operators aus g : NFt1l < N,
wenn fir alle nq,...,n; € N gilt

f(n17°°°7nk) — ,uz.(g(nl,...,nk,z)ZO)
min{z € N| (nq1,...,ng,1) € Def(g) flr alle i < z

und g(nqi,...,ng, z) = 0}

wobei das Minimum der leeren Menge undefiniert ist.

Die Funktion f bezeichnet man dann mit u(g).
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Berechenbarkeit

w(g) (ni,...,nr) = pz.(g(n1,...,n,,z) = 0) ist also die kleinste Zahl
z mit g(nq,...,ng,2) = 0, wobei die Einschrankung zu beachten ist,
dass g (n1,...,ng,4) fur alle ¢ < z definiert sein muss. Wenn eine sol-
che Zahl z nicht existiert, so ist u(g) (nq,...,ng) undefiniert.

Beispiele:

1. Fir jedes k> 1 ist u(const’f"'l) : N¥ < N die leere Funktion, denn
es gilt

[LZ. (Const]f_l_l(nl, ooy, z) = 0)
= uz.(1=0)

k41
u(constl"' )(nq,...,ng)

ist undefiniert.

Allgemeiner gilt: Wenn g : N¥t1 < N eine Funktion ist, die nie
den Wert 0 annimmt, so ist u(g) : N¥ < N die leere Funktion.
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Berechenbarkeit

2. Sei p.div: N2 < N, (n1,n5) — ni =+ no die partielle ganzzahlige
Division, definiert durch

undefiniert falls no =0
ny —nop =
max{z € N|zx*xnp <ny} sonst

Wegen max{z € N|zxno <nq}
= min{zeN|(z4+1)*ny>n1}
= min{zeN|(z4+1)xnp,>ny+ 1}
= min{z€eN|ni+1—-(z2+1)xno =0}

gilt ni +no=puz.n1+1—-(x4+1)*n> =0 (auch im Falle n, = 0).
Also ist p_div = u(g), wobei

g:N3<_>N7 (’rL]_,’rLQ,Z)Hn]_—Fl;(Z—i-l)*TLQ
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Berechenbarkeit

Definition 3.38 Die Menge u—"REC der u-rekursiven Funktionen ist
die kleinste Menge von Funktionen f : N¥ < N (fiir alle k € N), die

m alle Grundfunktionen enthalt und

m abgeschlossen ist unter Substitution, primitiver Rekursion und p-
Rekursion.

Mit anderen Worten:

Eine Funktion f: N¥ < N ist genau dann u-rekursiv, wenn sie durch
(wiederholte) Anwendung der Operatoren Sub, Prim und p aus den
Grundfunktionen Constlg, projéC und succ entsteht.

Beispiele:

1. Die leere Funktion u(constfT1) : NF < N ist u-rekursiv.

2. p_div ist u-rekursiv, weil p_div = u(g) fir die primitiv rekursive
Funktion ¢ : N3 << N, (n1,n5,2) —ny+1-(z24+ 1) *no.
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Berechenbarkeit

Der unbeschrankte u-Operator fuhrt zu partiellen Funktionen, weil die
‘Suche’ nach dem Element z € N mit g(nq,...,ng,2) = 0 unbeschrankt
ist. Mit einer ‘beschrankten Suche’ bleibt man im Bereich der totalen
Funktionen.

Definition 3.39 Sei k € N. Eine Funktion f : Nt+1 <, N entsteht
durch Anwendung des beschrankten u-Operators aus g : NFt1 < N,
wenn fir alle nq,...,n,m € N gilt

f(ni,....,ng,m) = pz<m.(g(ng,...,n,,2) =0)
= min{z<m+41|
(n1,...,ng,1) € Def(g) fiir alle i < z
und (9 (n1,...,n,2) =0 oder z=m+ 1)}

Die Funktion f bezeichnet man dann mit u=(g).
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Berechenbarkeit

In Worten:

uS(g)(n,m) = pz < m.(g(n,z) = 0) ist die kleinste Zahl z < m mit
g(n,z) = 0, wieder mit der Einschrankung, dass g(n,7) fir alle i < z
definiert sein muss.

EXistiert eine solche Zahl z nicht, so unterscheidet man zwei Falle:

1. Wenn g(n,¢) fur ¢ = 0,...,m definiert ist (d.h. wenn die ‘Suche’
nach der Zahl z terminiert und die Antwort ‘nein’ liefert), so setzt
man p=(g)(n,m) =m+ 1.

2. Andernfalls (wenn man bei der ‘Suche’ schon in eine Endlosschleife
gerat) ist u=(g¢)(7@,m) undefiniert.

Die Festlegung auf das Resultat m+ 1 im 1. Fall ist etwas willkurlich,
aber doch sinnvoll: Man kann es so verstehen, dass man bei der Suche
nach der Zahl z < m uber die obere Schranke m hinaus gelaufen ist.
Jedenfalls erkennt man am Resultat m + 1, dass man eine Zahl z mit
der gewunschten Eigenschaft nicht gefunden hat.
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Berechenbarkeit

Fiir totale Funktionen ¢ ldsst sich die Definition von u=(g) verein-
fachen zu:

1=(g)(ny,...,np,m) = min({m4+1}u{z<m|g(ny,...,ng z) =0}

Die Menge, deren Minimum man hier bildet, ist niemals leer, weil
sie mindestens die Zahl m 4+ 1 enthalt. Also ist das Minimum stets
wohldefiniert, d.h. u=(g) ist total, wenn g total ist.

Damit ist es klar, dass der beschrankte u-Operator schwacher als der
unbeschrankte ist, denn der unbeschrankte erlaubt uns ja, die Menge
der totalen Funktionen zu verlassen.

Es stellt sich nun die Frage, ob man mit dem beschrankten u-Operator
uberhaupt uber die Menge PR hinauskommt, oder ob er—wie die Op-
eratoren If und Iter—nur die Definition primitiv rekursiver Funktionen
erleichtert. Die Antwort liefert der folgende Satz.
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Berechenbarkeit

Satz 3.40 PR ist abgeschlossen unter dem beschrankten u-Operator.

Beweis:

Sei g : N¥ — N primitiv rekursiv. Dann kann man p=(g) (7, m) durch
folgende Induktion uber m definieren:

0O falls g(n,0) =0

n=(g) (7,0) =
1 sonst

[ < - < -
p=(g) (n,m) falls p=(g) (n,m) <m

< —
LZ(0) (Rom + 1) = « m+ 1 falls u (_g)(n,m)>m
und g(n,m—+1) =0

m —+ 2 sonst

\
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