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Berechenbarkeit

Sei B semi-entscheidbar.

Wenn B = ∅ ist, dann ist B per Definition rekursiv aufzählbar.

Wenn B 6= ∅ ist, dann geben wir einen Algorithmus an, der
eine unendliche Folge b0, b1, . . . von Elementen in B erzeugt, und
überzeugen uns anschließend davon, dass dies alle Elemente von
B sind.

Sei dazu π ein Semi-Entscheidungsalgorithmus.

Wir lassen π ‘auf allen Eingabewerten n ∈ N parallel laufen’, und
zwar nach dem sogenannten dovetailing-Verfahren:

Zunächst führen wir den ersten Schritt von π für Eingabe 0 aus.

Dann führen wir den ersten Schritt von π für Eingabe 1 aus und
den zweiten Schritt für Eingabe 0.

Dann den ersten Schritt für Eingabe 2, den zweiten für Eingabe
1 und den dritten für Eingabe 0, usw.
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Berechenbarkeit

Diese ‘Parallelausführung’ von

π auf allen möglichen Eingabe-

werten n ∈ N kann man durch

nebenstehende Grafik veran-

schaulichen (die auch den Be-

griff dovetailing erklärt). Da-

bei bleibt noch zu klären, was

wir tun, wenn π für eine

Eingabe n im m-ten Schritt

hält, d.h. wenn der (m + 1)-

te Schritt gar nicht mehr ex-

istiert. Für diesen Fall verein-

baren wir, dass im (m+1)-ten

und in allen weiteren Schritten

der Eingabewert n ausgegeben

wird.
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Berechenbarkeit

Es ist leicht zu sehen, dass dieser dovetailing-Algorithmus eine un-

endliche Folge von Elementen ausgibt, in der genau die Elemente von

B enthalten sind:

Ist nämlich n ∈ B, so hält der Semi-Entscheidungsalgorithmus π

für die Eingabe n nach einer gewissen Schrittzahl m, also gibt der

dovetailing-Algorithmus die Zahl n immer dann aus, wenn er den

(m + 1)-ten, (m + 2)-ten, . . . Schritt von π bei Eingabe n ausführen

müsste. Deshalb wird jedes n ∈ B sogar unendlich oft ausgegeben

(und wegen B 6= ∅ existiert mindestens ein solches n).

Andererseits gibt der dovetailing-Algorithmus eine Zahl n ∈ N nur

dann aus, wenn der Semi-Entscheidungsalgorithmus π zuvor für die

Eingabe n gehalten hat. Das bedeutet, dass tatsächlich nur Elemente

von B ausgegeben werden.

Also wird eine unendliche Folge von Elementen ausgegeben, die genau

die Elemente von B enthält. 2
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Berechenbarkeit

Unsere bisherige Definition von rekursiver Aufzählbarkeit hat (gegen-

über Entscheidbarkeit und Semi-Entscheidbarkeit) einen technischen

Mangel: Sie bezieht sich nur auf Teilmengen von N (und nicht auf

Teilmengen von Nk für beliebiges k ≥ 0).

Um dies zu beheben, verallgemeinern wir zunächst den Begriff der

Berechenbarkeit.

Für alle i, m ∈ N mit i ≤ m sei prm
i die i-te Projektion auf der Menge

Nm, d.h.

prm
i : Nm → N

prm
i (n1, . . . , nm) = ni

Definition 3.11 Eine Funktion f : Nk → Nm heißt berechenbar, wenn

die Funktionen prm
i ◦ f : Nk → N für i = 1, . . . , m berechenbar sind.
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Berechenbarkeit

Intuition: prm
i ◦ f ist die Funktion, die die i-te Komponente des Re-

sultats von f liefert. f ist also berechenbar, wenn ‘jede Komponente

von f ’ berechenbar ist.

Beispiele:

Die Diagonalfunktion
d : N → N2

n 7→ (n, n)

ist berechenbar, weil pr2
1 ◦ d = pr2

2 ◦ d die Identität auf N ist.

Wenn f : N ↪→ N berechenbar ist, dann ist auch

f ′ : N ↪→ N2

n 7→ (n, f(n))

berechenbar, weil pr2
1 ◦ f ′ die Identität ist und pr2

2 ◦ f ′ = f .
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Berechenbarkeit

Damit können wir jetzt auch die Definition rekursiv aufzählbarer Men-

gen verallgemeinern.

Definition 3.12 Eine Menge B ⊆ Nk heißt rekursiv aufzählbar, wenn

entweder B = ∅ ist oder wenn es eine totale berechenbare Funktion

f : N → Nk gibt mit f(N) = B.

Beispiele:

Die Diagonale D = {(n, n) | n ∈ N} ⊆ N2 ist rekursiv aufzählbar,

weil D = d (N) für die Diagonalfunktion d : N → N2.

Der Graph einer berechenbaren Funktion f : N ↪→ N, d.h. die

Menge

Graph(f) = {(n, f(n)) | n ∈ Def (f)}

ist stets rekursiv aufzählbar. Es gilt nämlich Graph(f) = f ′(N),

wobei f ′ : N ↪→ N2 wie im letzten Beispiel definiert ist.
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Berechenbarkeit

Alles, was wir bisher über rekursiv aufzählbare Mengen B ⊆ N gesagt

haben, gilt auch für rekursiv aufzählbare Mengen B ⊆ Nk. Insbeson-

dere bleibt Satz 3.10 erhalten. Die Beweisidee bleibt die gleiche,

allerdings muss man jetzt (im zweiten Teil des Beweises) den Semi-

Entscheidungsalgorithmus π auf allen Elementen (n1, . . . , nk) ∈ Nk

‘parallel’ ausführen. Dazu muss man die Menge Nk in irgendeiner Rei-

henfolge ‘durchnummerieren’, damit man vom ersten, zweiten, drit-

ten, . . . Element von Nk sprechen kann.

Im folgenden wollen wir einige nützliche Zusammenhänge zwischen

berechenbaren Funktionen und (semi-)entscheidbaren Mengen bewei-

sen.

Dazu werden als erstes einige mathematische Grundbegriffe geklärt.
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Berechenbarkeit

Definition 3.13 Seien X, Y, Z Mengen, f : X ↪→ Y, g : Y ↪→ Z partielle

Funktionen und A ⊆ X, B ⊆ Y .

Def (f) bezeichent den Definitionsbereich der Funktion f .

Die Komposition der Funktionen g und f ist die Funktion

g ◦ f : X ↪→ Z

(g ◦ f)(x) =

 g(f(x)) falls x ∈ Def (f) und f(x) ∈ Def (g)

undefiniert sonst

Das Bild der Menge A unter der Funktion f ist die Menge

f(A) = {f(x) | x ∈ Def (f) ∩A}

Das Urbild der Menge B unter der Funktion f ist die Menge

f−1(B) = {x ∈ Def (f) | f(x) ∈ B}
Kurt Sieber GTI - WS 2004/05 319



Berechenbarkeit

Satz 3.14 Wenn f : Nk ↪→ Nl und g : Nl ↪→ Nm berechenbar sind,
dann ist auch die Komposition g ◦ f : Nk ↪→ Nm berechenbar.

Beweis:
Wir überlegen uns zuerst, dass wir uns auf den Fall m = 1
beschränken können.

Berechenbarkeit der Funktion g bedeutet, dass die Funktionen
prm

i ◦ g : Nl ↪→ N für i = 1, . . . , m berechenbar sind,

ebenso bedeutet Berechenbarkeit von g ◦ f , dass die Funktionen
prm

i ◦ (g ◦ f) für i = 1, . . . , m berechenbar sind.

Wegen prm
i ◦ (g ◦ f) = (prm

i ◦ g) ◦ f genügt es also zu zeigen,
dass (für jedes i) aus der Berechenbarkeit von f und prm

i ◦ g die
Berechenbarkeit der Komposition (prm

i ◦ g) ◦ f folgt,

d.h. es genügt, den Satz für Funktionen g : Nl ↪→ N zu beweisen.

Sei also πg ein Algorithmus, der g : Nl ↪→ N berechnet, und für
jedes i ∈ {1, . . . , l} sei πi

f ein Algorithmus, der pr l
i ◦ f berechnet.
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Berechenbarkeit

Ein (möglicher) Algorithmus zur Berechnung der Komposition g◦f
sieht dann so aus:

Auf der Eingabe (n1, . . . , nk) ∈ Nk führt man nacheinander die Al-

gorithmen π1
f , . . . , πl

f aus. Wenn alle halten, so erhält man l Ergeb-

nisse p1, . . . , pl, und führt dann den Algorithmus π mit Eingabe

(p1, . . . , pl) aus.

Die Korrektheit des Algorithmus sieht man so ein:

Wenn (n1, . . . , nk) ∈ Def (f) und f(n1, . . . , nk) ∈ Def (g), dann hal-

ten alle πi
f für (n1, . . . , nk) und es gilt (p1, . . . , pl) = f(n1, . . . , nk).

Wenn dann noch f(n1, . . . , nk) ∈ Def (g) gilt, so hält auch π auf

(p1, . . . , pl) und liefert das korrekte Ergebnis g(f(n1, . . . , nk)).

Wenn (n1, . . . , nk) /∈ Def (f), so hält keiner der Algorithmen πi und

wenn (n1, . . . , nk) ∈ Def (f), aber f(n1, . . . , nk) /∈ Def (g), dann hält

π′ nicht. Also verhält sich der Algorithmus auch in diesen Fällen

korrekt. 2
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Berechenbarkeit

Der folgende Satz gibt einige alternative Charakterisierungen für semi-
entscheidbarer Mengen an:

Satz 3.15 Sei B ⊆ Nk. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent.

1. B ist semi-entscheidbar.

2. B ist Definitionsbereich einer berechenbaren Funktion f : Nk ↪→
Nm.

3. B = f−1({1}) für eine berechenbare Funktion f : Nk ↪→ N.

4. B = f−1(A) für eine (semi-)entscheidbare Menge A ⊆ Nm und
eine berechenbare Funktion f : Nk ↪→ Nm.

5. B ist rekursiv aufzählbar.

6. B = f(N) für eine (partielle) berechenbare Funktion f : N ↪→ Nk.

7. B = f(A) für eine (semi-)entscheidbare Menge A ⊆ Nm und eine
(partielle) berechenbare Funktion f : Nm ↪→ Nk.
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Berechenbarkeit

Beweis:

‘1. ⇒ 2.’: Wenn B semi-entscheidbar ist, dann ist die Akzeptorfunk-

tion aB : Nk ↪→ N berechenbar. Wegen B = Def (aB) kann man

also m = 1 und f = aB wählen.

‘2. ⇒ 3.’: Sei g = const1 ◦ f , wobei const1 : Nm → N die konstante

Funktion mit Resultat 1 ist. Da f und const1 berechenbar sind, ist

nach Satz 3.14 auch g berechenbar. Außerdem gilt B = Def (f) =

Def (g) = g−1({1}).

‘3. ⇒ 4.’: Man wähle m = 1 und A = {1}.

‘4. ⇒ 1.’: Wenn B = f−1(A) ist, dann gilt aB = aA◦f (wie man leicht

nachrechnet). Da A semi-entscheidbar ist, ist aA berechenbar,

also ist nach Satz 3.14 auch aB berechenbar und damit B semi-

entscheidbar.
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Berechenbarkeit

‘1. ⇔ 5.’: gilt nach Satz 3.10.

‘5. ⇒ 6.’: Per Definition existiert sogar eine totale Funktion f : N →
Nk mit f(N) = B.

‘6. ⇒ 5.’: Sei π ein Algorithmus, der f berechnet. Aus π erhält man

einen Aufzählungsalgorithmus für B nach dem gleichen Prinzip wie

im Beweis von Satz 3.10: Man führt π auf allen n ∈ N ‘parallel’

aus (dovetailing), und immer wenn es für ein n hält gibt man von

diesem Zeitpunkt an das Ergebnis (also f(n)) aus.

‘6. ⇒ 7.’: Man wähle m = 1 und A = N.

‘7. ⇒ 6.’: Nach Satz 3.10 ist A rekursiv aufzählbar, d.h. es existiert

eine berechenbare Funktion g : N → Nm mit A = g(N). Nach

Satz 3.14 ist dann auch f ◦ g : N ↪→ Nk berechenbar. Also ist

B = f(A) = f(g(N)) = (f ◦ g)(N) rekursiv aufzählbar. 2
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Berechenbarkeit

Auch entscheidbare Mengen lassen sich auf unterschiedliche Weise
charakterisieren.

Satz 3.16 Sei B ⊆ Nk. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent.

1. B ist entscheidbar.

2. B = f−1({1}) für eine totale berechenbare Funktion f : Nk → N.

3. B = f−1(A) für eine entscheidbare Menge A ⊆ Nm und eine totale
berechenbare Funktion f : Nk → Nm.

Beweis:

‘1. ⇒ 2.’: Man wähle f = cB.

‘2. ⇒ 3.’: Man wähle m = 1 und A = {1}.

‘3. ⇒ 1.’: Wenn B = f−1(A), dann ist cB = cA◦f . Da A entscheidbar
ist, ist cA berechenbar, also nach Satz 3.14 auch cB, und damit
ist B entscheidbar. 2

Kurt Sieber GTI - WS 2004/05 325



Berechenbarkeit

Oft können wir die Entscheidbarkeit oder Unentscheidbarkeit einer

Menge nachweisen, indem wir ein neues Problem auf ein bereits

bekanntes ‘zurückführen’. Diese Idee lässt sich wie folgt präzisieren.

Definition 3.17 Sei A ⊆ Nk und B ⊆ Nm. A heißt reduzierbar auf

B, wenn es eine totale berechenbare Funktion f : Nk → Nm gibt mit

A = f−1(B).

Intuition:

Wenn A auf B reduzierbar ist, dann lässt sich das Problem A folgen-

dermaßen auf das Problem B ‘zurückführen’ oder ‘reduzieren’:

Um zu überprüfen, ob ein Element (n1, . . . , nk) in A liegt, berechnet

man einfach den Wert f(n1, . . . , nk) und überprüft, ob er in B liegt.

Diese Intuition kommt auch in folgendem Satz zum Ausdruck.
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Berechenbarkeit

Satz 3.18 Sei A auf B reduzierbar. Dann gilt:

1. Wenn B entscheidbar ist, dann ist auch A entscheidbar.

2. Wenn B semi-entscheidbar ist, dann ist auch A semi-entscheidbar.

Beweis:

1. ist Teil von Satz 3.16.

2. ist Teil von Satz 3.15. 2

Man kann Satz 3.18 auf zweierlei Art verwenden, nämlich:

a. Man beweist die Entscheidbarkeit eines Problems A, indem man
es auf ein bereits bekanntes entscheidbares Problem B reduziert.

b. Man beweist die Unentscheidbarkeit eines Problems B, indem man
ein bereits bekanntes unentscheidbares Problem A auf B reduziert.

Das Gleiche gilt natürlich für Semi-Entscheidbarkeit anstelle von Ent-
scheidbarkeit.
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Berechenbarkeit

Methode a. haben wir im ersten Teil der Vorlesung häufig benutzt.

Ein Beispiel (unter vielen) ist die Zurückführung des Wortproblems

für NDEAs auf das Wortproblem für DEAs: Sei

WDEA = {(A, w) | A ist ein DEA und w ∈ L(A)}

WNDEA = {(A, w) | A ist ein NDEA und w ∈ L(A)}
Wenn wir Automaten und Wörter als natürliche Zahlen codieren, so

sind WDEA und WNDEA Teilmengen von N2 und die Potenzautomaten-

konstruktion ist eine totale berechenbare Funktion pot : N → N, die

zu jedem NDEA A einen äquivalenten DEA pot(A) liefert. Also ist

auch die Funktion
f : N2 → N2

(A, w) 7→ (pot(A), w)

berechenbar und es gilt WNDEA = f−1(WDEA) (wie man leicht nach-

rechnet). Damit folgt die Entscheidbarkeit von WNDEA aus der Ent-

scheidbarkeit von WDEA.
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Berechenbarkeit

Methode b. haben wir auch schon benutzt, nämlich beim Beweis der

Unentscheidbarkeit des Halteproblems H.

Wir hatten zuvor bewiesen, dass das Selbsthalteproblem K unent-

scheidbar ist. Dann hatten wir ausgenutzt, dass

K = {n ∈ N | (n, n) ∈ H}

gilt. Mit anderen Worten: K = d−1(H), wobei d : N → N2 definiert

ist durch d(n) = (n, n). Das beweist, dass K auf H reduzierbar ist

(weil d eine totale berechenbare Funktion ist), also ergibt sich die

Unentscheidbarkeit von H aus der Unentscheidbarkeit von K.

Mit der gleichen Methode beweisen wir nun noch einige weitere Un-

entscheidbarkeitsresultate (die eng mit dem Halteproblem H zusam-

menhängen).
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Berechenbarkeit

Satz 3.19 Die folgenden Mengen sind unentscheidbar.

1. H0 = {n ∈ N | πn hält für die Eingabe 0}

2. H∃ = {n ∈ N | πn hält für mindestens einen Eingabewert m ∈ N}

3. H∀ = {n ∈ N | πn hält für alle Eingabewerte m ∈ N}

4. Equiv = {(m, n) ∈ N2 | πm und πn berechnen die gleiche Funktion}

Bemerkungen:

H0 ist das spezielle Halteproblem für die Eingabe 0 (wobei man
anstelle von 0 natürlich auch jede andere Zahl wählen könnte).

H∃ enthält genau die (Gödelnummern der) Programme, die eine nicht-
leere Funktion berechnen.

H∀ ist das Totalitätsproblem, es enthält genau die (Gödelnummern
der) Programme, die eine totale Funktion berechnen.

Equiv ist das Äquivalenzproblem für Programme (denn zwei Pro-
gramme die die gleiche Funktion berechnen, nennt man äquivalent).
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Berechenbarkeit

Beweis:

1. Wir zeigen, dass sich das Halteproblem H auf H0 reduzieren lässt

(dies ist etwas überraschend, weil H0 ja ein Spezialfall von H ist).

Für jedes Programm π und jede Zahl n ∈ N sei π(n) ein Programm,

das seine eigene Eingabe ignoriert und dann das Programm π auf

Eingabe n ausführt.

Ein solches Programm π(n) lässt sich stets aus π und n konstru-

ieren (wobei wir für die Details der Konstruktion unsere Program-

miersprache festlegen müssten), d.h. die totale Funktion

f : N2 → N

(m, n) 7→ Gödelnummer von π
(n)
m

ist berechenbar.
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Berechenbarkeit

Nun gilt für alle (m, n) ∈ N2:

(m, n) ∈ H ⇔ πm hält für Eingabe n

⇔ π
(n)
m hält für Eingabe 0

(da π
(n)
m seine Eingabe ignoriert und sich wie

πm bei Eingabe n verhält)

⇔ f(m, n) ∈ H0

(da f(m, n) die Gödelnummer von π
(n)
m ist)

Das bedeutet H = f−1(H0), d.h. H ist auf H0 reduzierbar, also
folgt die Unentscheidbarkeit von H0 aus der Unentscheidbarkeit
von H.

2. und 3. Mit den Bezeichnungen aus 1. gilt auch:

(m, n) ∈ H ⇔ π
(n)
m hält für mindestens einen Eingabewert

⇔ π
(n)
m hält für alle Eingabewerte
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Berechenbarkeit

Also ist auch H = f−1(H∃) = f−1(H∀), und damit folgt die

Unentscheidbarkeit dieser beiden Mengen ebenfalls aus der Un-

entscheidbarkeit von H.

4. Wir zeigen, dass sich H∀ auf Equiv reduzieren lässt.

Sei π(0) ein Programm, das stets hält und 0 ausgibt (also ein

Programm, das die Funktion const0 berechnet).

Für jedes Programm π sei π;π(0) die Hintereinanderausführung

von π und π(0).

π;π(0) hält für die gleichen Eingabewerte wie π und gibt stets 0

aus (falls es hält).

Also gilt für jedes Programm π:

π ist genau dann total, wenn π;π(0) die Funktion const0 berech-

net, d.h. wenn π;π(0) äquivalent zu π(0) ist.
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Berechenbarkeit

Damit ist im Prinzip schon gezeigt, wie man Totalität auf Äqui-

valenz reduziert.

Es folgt noch die formale Argumentation:

Da sich π;π(0) stets aus π konstruieren lässt, ist die Funktion

f : N → N2

n 7→ (Gödelnummer von πn;π(0), Gödelnummer von π(0))

berechenbar.

Nun gilt für alle n ∈ N:

n ∈ H∀ ⇔ πn berechnet eine totale Funktion

⇔ πn;π(0) ist äquivalent zu π(0)

⇔ f(n) ∈ Equiv

Also ist H∀ = f−1(Equiv), d.h. H∀ ist auf Equiv reduzierbar. 2
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