Grundlagen der theoretischen Informatik

Kurt Sieber

Fachbereich Mathematik/Theoretische Informatik
Universitat Siegen

Vorlesungen vom 20.12.2004 und 21.12.2004 (Stand: 08.01.2005)



Berechenbarkeit

m Sei B semi-entscheidbar.
Wenn B = () ist, dann ist B per Definition rekursiv aufzahlbar.

Wenn B # ( ist, dann geben wir einen Algorithmus an, der
eine unendliche Folge bg,b1,... von Elementen in B erzeugt, und
uberzeugen uns anschlieBend davon, dass dies alle Elemente von
B sind.

Sei dazu 7w ein Semi-Entscheidungsalgorithmus.

Wir lassen = ‘auf allen Eingabewerten n € N parallel laufen’, und
zwar nach dem sogenannten dovetailing-Verfahren:

Zunachst fuhren wir den ersten Schritt von = fur Eingabe O aus.

Dann fuhren wir den ersten Schritt von =« fur Eingabe 1 aus und
den zweiten Schritt fur Eingabe 0.

Dann den ersten Schritt fur Eingabe 2, den zweiten fur Eingabe
1 und den dritten fir Eingabe 0, usw.

Kurt Sieber GTI - WS 2004/05 312



Berechenbarkeit

Diese ‘Parallelausfuhrung’ von
7 auf allen moglichen Eingabe-

werten n € N kann man durch Eingabewerte

nebenstehende Grafik veran-
schaulichen (die auch den Be- 0 1 2 3

griff dovetailing erklart). Da-
bei bleibt noch zu klidren, was L] .. . .
wir tun, wenn w fur eine 5 % /

Eingabe n im m-ten Schritt | '

. Schritte /
halt, d.h. wenn der (m 4+ 1)- 3. , , ,
te Schritt gar nicht mehr ex- O+ 7 /
istiert. Fur diesen Fall verein- '
baren wir, dass im (m + 1)-ten
und in allen weiteren Schritten
der Eingabewert n ausgegeben

wird.
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Berechenbarkeit

Es ist leicht zu sehen, dass dieser dovetailing-Algorithmus eine un-
endliche Folge von Elementen ausgibt, in der genau die Elemente von
B enthalten sind:

Ist namlich n € B, so halt der Semi-Entscheidungsalgorithmus =«
fur die Eingabe n nach einer gewissen Schrittzahl m, also gibt der
dovetailing-Algorithnmus die Zahl n immer dann aus, wenn er den
(m + 1)-ten, (m + 2)-ten, ...Schritt von = bei Eingabe n ausfiihren
musste. Deshalb wird jedes n € B sogar unendlich oft ausgegeben
(und wegen B # () existiert mindestens ein solches n).

Andererseits gibt der dovetailing-Algorithmus eine Zahl n € N nur
dann aus, wenn der Semi-Entscheidungsalgorithmus =« zuvor fur die
Eingabe n gehalten hat. Das bedeutet, dass tatsachlich nur Elemente
von B ausgegeben werden.

Also wird eine unendliche Folge von Elementen ausgegeben, die genau
die Elemente von B enthalt. O
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Berechenbarkeit

Unsere bisherige Definition von rekursiver Aufzahlbarkeit hat (gegen-
Uber Entscheidbarkeit und Semi-Entscheidbarkeit) einen technischen
Mangel: Sie bezieht sich nur auf Teilmengen von N (und nicht auf
Teilmengen von N fiir beliebiges k > 0).

Um dies zu beheben, verallgemeinern wir zunachst den Begriff der
Berechenbarkeit.

Fir alle i, m € N mit « <m sei pri* die «-te Projektion auf der Menge
N d.h.

pri* . N — N

pl’zm(nl,...,nm) =n;

Definition 3.11 Eine Funktion f . Nk — N™ heiBt berechenbar, wenn
die Funktionen pro f: NF — N fiiri = 1,...,m berechenbar sind.
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Berechenbarkeit

Intuition: pri*® o f ist die Funktion, die die i-te Komponente des Re-
sultats von f liefert. f ist also berechenbar, wenn ‘jede Komponente

von f’' berechenbar ist.

Beispiele:

m Die Diagonalfunktion 5
d:N—N

n+— (n,n)
ist berechenbar, weil prf od = pr3 od die Identitdt auf N ist.
= Wenn f: N < N berechenbar ist, dann ist auch
fl N N2
n— (n, f(n))

berechenbar, weil pr% o f die Identitat ist und pr% o fl = f.
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Berechenbarkeit

Damit konnen wir jetzt auch die Definition rekursiv aufzahlbarer Men-
gen verallgemeinern.

Definition 3.12 Eine Menge B C Nk heiBt rekursiv aufzihlbar, wenn
entweder B = () ist oder wenn es eine totale berechenbare Funktion
f: N — Nk gibt mit f(N) = B.

Beispiele:
» Die Diagonale D = {(n,n) | n € N} C N? ist rekursiv aufzihlbar,
weil D = d(N) fiir die Diagonalfunktion d : N — N2.

m Der Graph einer berechenbaren Funktion f : N — N, d.h. die
Menge

Graph(f) = {(n, f(n)) | n € Def(f)}

ist stets rekursiv aufzahlbar. Es gilt namlich Graph(f) = f/(N),
wobei f': N < N2 wie im letzten Beispiel definiert ist.
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Berechenbarkeit

Alles, was wir bisher uber rekursiv aufzahlbare Mengen B C N gesagt
haben, gilt auch fur rekursiv aufzahlbare Mengen B C N*. Insbeson-
dere bleibt Satz 3.10 erhalten. Die Beweisidee bleibt die gleiche,
allerdings muss man jetzt (im zweiten Teil des Beweises) den Semi-
Entscheidungsalgorithmus « auf allen Elementen (nq,...,ng) € Nk
‘parallel’ ausfuhren. Dazu muss man die Menge N® in irgendeiner Rei-
henfolge ‘durchnummerieren’, damit man vom ersten, zweiten, drit-
ten, ...Element von N¥ sprechen kann.

Im folgenden wollen wir einige nutzliche Zusammenhange zwischen
berechenbaren Funktionen und (semi-)entscheidbaren Mengen bewei-
sen.

Dazu werden als erstes einige mathematische Grundbegriffe geklart.
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Berechenbarkeit

Definition 3.13 Seien X,Y,Z Mengen, f: X — Y,qg:Y — Z partielle
Funktionen und AC X, BCY.

m Def(f) bezeichent den Definitionsbereich der Funktion f.

m Dje Komposition der Funktionen g und f ist die Funktion

gof: X —Z
g(f(x)) falls x € Def(f) und f(x) € Def(g)

undefiniert sonst

(go f)(z) =

m Das Bild der Menge A unter der Funktion f ist die Menge
flA) ={f(z) |z € Def(f) N A}
m Das Urbild der Menge B unter der Funktion f ist die Menge
f~H(B) = {z € Def(f) | f(z) € B}
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Berechenbarkeit

Satz 3.14 Wenn f : N¥ — N! und ¢ : N\ — N™ berechenbar sind,
dann ist auch die Komposition go f . Nk < N™ berechenbar.

Beweis:
Wir liberlegen uns zuerst, dass wir uns auf den Fall m = 1
beschranken konnen.

Berechenbarkeit der Funktion g bedeutet, dass die Funktionen
priog: N — N fiir i = 1,...,m berechenbar sind,

ebenso bedeutet Berechenbarkeit von g o f, dass die Funktionen
pri*to(go f) firi=1,...,m berechenbar sind.

Wegen pri* o (go f) = (pri*og)o f geniigt es also zu zeigen,
dass (fiir jedes i) aus der Berechenbarkeit von f und pri*og die
Berechenbarkeit der Komposition (pr;';” og)o f folgt,

d.h. es geniigt, den Satz fiir Funktionen g : N' < N zu beweisen.

Sei also mg ein Algorithmus, der g : N! < N berechnet, und fiir
jedes i {1,...,1} sei 7' ein Algorithmus, der prto f berechnet.
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Berechenbarkeit

Ein (moglicher) Algorithmus zur Berechnung der Komposition go f
sient dann so aus:

Auf der Eingabe (n1,...,n;) € N* fiihrt man nacheinander die Al-
gorithmen w}, .. ,wgc aus. Wenn alle halten, so erhilt man [ Ergeb-
nisse pi,...,p;, und fuhrt dann den Algorithmus = mit Eingabe

(p1,...,p1) aus.

Die Korrektheit des Algorithmus sieht man so ein:

Wenn (n1,...,ng) € Def(f) und f(nq1,...,n,) € Def(g), dann hal-
ten alle 7ch fur (n1,...,n,) und es gilt (p1,...,p;) = f(n1,...,nL).
Wenn dann noch f(nq,...,ng) € Def(g) gilt, so halt auch = auf
(p1,...,p;) und liefert das korrekte Ergebnis g(f(n1,...,ng)).

Wenn (n1,...,n) € Def(f), so halt keiner der Algorithmen 7; und
wenn (ny,...,n,) € Def(f), aber f(nq1,...,n;) ¢ Def(g), dann halt

7' nicht. Also verh&lt sich der Algorithmus auch in diesen Fallen
korrekt. O
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Berechenbarkeit

Der folgende Satz gibt einige alternative Charakterisierungen fur semi-
entscheidbarer Mengen an:

Satz 3.15 SeiB C N¥. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

1. B ist semi-entscheidbar.

2. B ist Definitionsbereich einer berechenbaren Funktion f Nk
N,

3. B = f~Y({1}) fiir eine berechenbare Funktion f : N¥ — N.

B = f~1(A) fiir eine (semi-)entscheidbare Menge A C N™ und
eine berechenbare Funktion f : Nk < N™,

5. B ist rekursiv aufzahlbar.
B = f(N) fiir eine (partielle) berechenbare Funktion f : N «— Nk,

7. B= f(A) fiir eine (semi-)entscheidbare Menge A C N™ und eine
(partielle) berechenbare Funktion f : N™ < Nk,
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Berechenbarkeit

Beweis:

‘1. = 2.": Wenn B semi-entscheidbar ist, dann ist die Akzeptorfunk-
tion ap : N¥ — N berechenbar. Wegen B = Def(ap) kann man
also m =1 und f = apg wahlen.

‘2. = 3.": Sei g = constq o f, wobei consty : N — N die konstante
Funktion mit Resultat 1 ist. Da f und consty berechenbar sind, ist
nach Satz 3.14 auch g berechenbar. AuBerdem qilt B = Def(f) =

Def (g) = g~ 1({1}).
‘3. = 4.: Man wahle m =1 und A= {1}.

‘4. = 1.: Wenn B = f~1(A) ist, dann gilt ag = a0 f (wie man leicht
nachrechnet). Da A semi-entscheidbar ist, ist a4 berechenbar,
also ist nach Satz 3.14 auch ap berechenbar und damit B semi-
entscheidbar.
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Berechenbarkeit

‘l. & 5.": gilt nach Satz 3.10.

‘5. = 6.": Per Definition existiert sogar eine totale Funktion f : N —
N*¥ mit f(N) = B.

‘6. = 5.": Sei w ein Algorithmus, der f berechnet. Aus m erhalt man
einen Aufzahlungsalgorithmus fur B nach dem gleichen Prinzip wie
im Beweis von Satz 3.10: Man fuhrt = auf allen n € N ‘parallel’
aus (dovetailing), und immer wenn es flir ein n halt gibt man von
diesem Zeitpunkt an das Ergebnis (also f(n)) aus.

‘6.= 7. Man wahle m =1 und A = N.

‘7. = 6.": Nach Satz 3.10 ist A rekursiv aufzahlbar, d.h. es existiert
eine berechenbare Funktion ¢ : N — N™ mit A = ¢g(N). Nach
Satz 3.14 ist dann auch fog : N — NF berechenbar. Also ist
B = f(A) = f(g(N)) = (f og)(N) rekursiv aufzahlbar. u
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Berechenbarkeit

Auch entscheidbare Mengen lassen sich auf unterschiedliche Weise
charakterisieren.

Satz 3.16 SeiB C N*. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

1. B ist entscheidbar.
2. B= f~1({1})) fiir eine totale berechenbare Funktion f : N¥ — N.
3. B = f~1(A) fiir eine entscheidbare Menge A C N™ und eine totale
berechenbare Funktion f : NF — N™,
Bewelis:
‘1. = 2.": Man wahle f = cp.
‘2. = 3.": Man wahle m =1 und A= {1}.

‘3. = 1.: Wenn B = f~1(A), dannist ¢cg = c40f. Da A entscheidbar
ist, ist ¢4 berechenbar, also nach Satz 3.14 auch cpg, und damit
iIst B entscheidbar. O
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Berechenbarkeit

Oft konnen wir die Entscheidbarkeit oder Unentscheidbarkeit einer
Menge nachweisen, indem wir ein neues Problem auf ein bereits
bekanntes ‘zuruckfuhren'. Diese Idee lasst sich wie folgt prazisieren.

Definition 3.17 Sei A C N* und B C N™. A heiBt reduzierbar auf
B, wenn es eine totale berechenbare Funktion f : N¥ — N™ gibt mit
A= f~1(B).

Intuition:

Wenn A auf B reduzierbar ist, dann lasst sich das Problem A folgen-
dermalBen auf das Problem B ‘zuruckfuhren’ oder ‘reduzieren’:

Um zu Uberprifen, ob ein Element (n1,...,ng) in A liegt, berechnet
man einfach den Wert f(n1,...,n;) und Uberpriift, ob er in B liegt.

Diese Intuition kommt auch in folgendem Satz zum Ausdruck.
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Berechenbarkeit

Satz 3.18 Sei A auf B reduzierbar. Dann gilt:
1. Wenn B entscheidbar ist, dann ist auch A entscheidbar.

2. Wenn B semi-entscheidbar ist, dann ist auch A semi-entscheidbar.

Beweis:
1. ist Teil von Satz 3.16.
2. ist Teil von Satz 3.15. O

Man kann Satz 3.18 auf zweierlei Art verwenden, namlich:

a. Man beweist die Entscheidbarkeit eines Problems A, indem man
es auf ein bereits bekanntes entscheidbares Problem B reduziert.

b. Man beweist die Unentscheidbarkeit eines Problems B, indem man
ein bereits bekanntes unentscheidbares Problem A auf B reduziert.

Das Gleiche gilt naturlich fur Semi-Entscheidbarkeit anstelle von Ent-
scheidbarkeit.
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Berechenbarkeit

Methode a. haben wir im ersten Teil der VVorlesung haufig benutzt.
Ein Beispiel (unter vielen) ist die Zurlckfihrung des Wortproblems
fur NDEAs auf das Wortproblem fur DEAs: Sei

Wpea = {(A,w) | A ist ein DEA und w € L(A)}

WNDEA = {(A,w) | A ist ein NDEA und w € L(A)}

Wenn wir Automaten und Worter als naturliche Zahlen codieren, so
sind Wpgea und Wypea Teilmengen von N2 und die Potenzautomaten-
konstruktion ist eine totale berechenbare Funktion pot : N — N, die
zu jedem NDEA A einen aquivalenten DEA pot(A) liefert. Also ist
auch die Funktion

f: N2 > N2

(A, w) — (pot(A),w)

berechenbar und es gilt Wypea = f~ Y (Wpgea) (wie man leicht nach-
rechnet). Damit folgt die Entscheidbarkeit von Wpypgea aus der Ent-
scheidbarkeit von WpEga.
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Berechenbarkeit

Methode b. haben wir auch schon benutzt, namlich beim Beweis der
Unentscheidbarkeit des Halteproblems H.

Wir hatten zuvor bewiesen, dass das Selbsthalteproblem K unent-
scheidbar ist. Dann hatten wir ausgenutzt, dass

K = {neN]|(n,n) € H}

gilt. Mit anderen Worten: K = d~1(H), wobei d : N — N2 definiert
ist durch d(n) = (n,n). Das beweist, dass K auf H reduzierbar ist
(weil d eine totale berechenbare Funktion ist), also ergibt sich die
Unentscheidbarkeit von H aus der Unentscheidbarkeit von K.

Mit der gleichen Methode beweisen wir nun noch einige weitere Un-
entscheidbarkeitsresultate (die eng mit dem Halteproblem H zusam-
menhangen).
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Berechenbarkeit

Satz 3.19 Die folgenden Mengen sind unentscheidbar.

1. Ho={n e N|m, halt fir die Eingabe 0}

2. H3 = {n € N| m, halt fiir mindestens einen Eingabewert m € N}

3. Hy={n € N |, halt fiir alle Eingabewerte m € N}

4. Equiv = {(m,n) € N2 | 7, und m, berechnen die gleiche Funktion}
Bemerkungen:

Hy ist das spezielle Halteproblem flir die Eingabe 0 (wobei man
anstelle von 0 natirlich auch jede andere Zahl wahlen kdnnte).

H3 enthalt genau die (Godelnummern der) Programme, die eine nicht-
leere Funktion berechnen.

Hy ist das Totalitatsproblem, es enthalt genau die (Godelnummern
der) Programme, die eine totale Funktion berechnen,

Equiv ist das Aquivalenzproblem fiir Programme (denn zwei Pro-
gramme die die gleiche Funktion berechnen, nennt man dquivalent).
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Berechenbarkeit

Beweis:

1. Wir zeigen, dass sich das Halteproblem H auf Hgp reduzieren lasst
(dies ist etwas uberraschend, weil Hp ja ein Spezialfall von H ist).

Fiir jedes Programm = und jede Zahl n € N sei #{?) ein Programm,

das seine eigene Eingabe ignoriert und dann das Programm = auf
Eingabe n ausfuhrt.

Ein solches Programm (") |3sst sich stets aus m und n konstru-
ieren (wobei wir fiir die Details der Konstruktion unsere Program-
miersprache festlegen missten), d.h. die totale Funktion

f N2 — N
(m,n) — Gédelnummer von m™

ist berechenbar.
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Berechenbarkeit

Nun gilt fur alle (m,n) € N2:
(m,n) € H < @y halt flir Eingabe n
o ) hilt fiir Eingabe 0

(da mg,;fb) seine Eingabe ignoriert und sich wie
™m bei Eingabe n verhalt)

& f(m,n) € Hg

(da f(m,n) die Godelnummer von 777(7?) ist)

Das bedeutet H = f_l(Ho), d.h. H ist auf Hg reduzierbar, also
folgt die Unentscheidbarkeit von Hgy aus der Unentscheidbarkeit
von H.

2. und 3. Mit den Bezeichnungen aus 1. gilt auch:
(m,n) e H < 7rf,(73,7’) halt fur mindestens einen Eingabewert

o 7 nEit fur alle Eingabewerte
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Berechenbarkeit

Also ist auch H = f~Y(H3) = f~1(Hy), und damit folgt die
Unentscheidbarkeit dieser beiden Mengen ebenfalls aus der Un-
entscheidbarkeit von H.

4. Wir zeigen, dass sich Hy auf Equiv reduzieren lasst.

Sei 7(0) ein Programm, das stets hilt und O ausgibt (also ein
Programm, das die Funktion consty berechnet).

Fur jedes Programm = sei 77;77(0) die Hintereinanderausfuhrung
von 7 und 7(0),

7T;7T(O) halt fur die gleichen Eingabewerte wie © und gibt stets O
aus (falls es halt).

Also gilt fur jedes Programm

7 ist genau dann total, wenn 7r;7r(0) die Funktion consty berech-
net, d.h. wenn = 7(0) squivalent zu 7(0) jst.
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Berechenbarkeit

Damit ist im Prinzip schon gezeigt, wie man Totalitdt auf Aqui-
valenz reduziert.

Es folgt noch die formale Argumentation:
Da sich 7r;7r(o) stets aus m konstruieren lasst, ist die Funktion
f:N— N2
n — (Godelnummer von m,; (9, Goédelnummer von 7(0))
berechenbar.

Nun gilt fur alle n € N:
n € Hy < mp berechnet eine totale Funktion

& 1 w0 st Fquivalent zu 7(0)
< f(n) € Equiv

Also ist Hy = f~1(Equiv), d.h. Hy ist auf Equiv reduzierbar. O

Kurt Sieber GTI - WS 2004/05 334





