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Zeichen, Worter, Sprachen

Rechenregeln fur Potenzen

. von Wortern . .. von Sprachen
s w0 = ¢ (neutrales Element) s L0 = {e} (neutrales Element)
n wl = w n 1=1
n My = Mtn n [N = [mtn
s (W) =™ . (L) = LM

Diese Regeln gelten in jedem Monoid (wenn man das Potenzieren
nach dem ublichen Schema definiert). Denn sie folgen allein aus der
Assoziativitat und der Eigenschaft des neutralen Elements.

Warnung: Es gilt nicht (wiwp)" = wiw5 oder (LiLo)™ = LYTLE.
Denn dazu brauchte man die Kommutativitat.
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Zeichen, Worter, Sprachen

Rechenregeln fur * und +

. LCL* « LCLT
w (L)*=L* . (L+)+=L+

Mengenoperatoren mit diesen beiden Eigenschaften nennt man Ab-
schluss- oder Hullenoperatoren.

Beweis fur *
1. L C L*ist klar wegen L = L1 und L* = >0 L™

2. L* = (L*)*:
‘C’ ist klar wegen 1.
‘D" Seiwe (L*)*, dh. w=wi1...wn, Mit n >0 und w; € L* flr
t = 1,...,n. Dann existiert fur jedes 7 ein m; > 0 mit w; € L™,
also folgt w = wy ... wp € L™ ... L™n = [t tmn C [* O
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Zeichen, Worter, Sprachen

Die Operatoren U, o,*, ... lassen sich auch zur Beschreibung von Spra-
chen verwenden. Konvention: Die Postfixoperatoren ", T und *
binden am starksten, o bindet starker als U.

Beispiele

m Die Menge aller Dezimaldarstellungen naturlicher Zahlen:
Lpat = {0,...,9} T ={0,...,9}{0,...,9}*

m Die Menge aller Dezimaldarstellungen ganzer Zahlen:
Lint ={—,e}tLlnat

m Die Menge aller dezimalen Festpunktzahlen:
Lfix = Lint{-} U{-}Lnat U Lint{-} L nat

m Die Menge aller dezimalen FlieBpunktzahlen:
Lfioat = Lint{e, E}Ljnt U Lex({e} U {e, E}Ljnt)
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Zeichen, Worter, Sprachen

Die Menge aller Worter uber dem Alphabet {0, 1}, ...
m ... die mit 00 beginnen:
L; ={00}{0,1}"

m ... die 00 als Teilwort enthalten:
Lo, =4{0,1}*{00}{0, 1}*

m ... die mindestens zwei Nullen enthalten:
Lz ={0,1}*{0}{0,1}*{0}{0,1}* = {1}*{0}{1}*{0}{0,1}"
m ... die genau zwei Nullen enthalten:
La={1}*{0H{1}"{0}{1}"
m ... die hochstens zwei Nullen enthalten:
Lg = {1}*{0,e}{1}*{0,e{1}"
m ... deren erstes und letztes Zeichen ubereinstimmen:

Le = {0,1} U{0}{0,1}*{0} U{1}{0,1}*{1}
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Regulare Sprachen

Definition 1.1 Die Menge aller reqularen Sprachen lber > ist induk-
tiv definiert durch:

m Jede endliche Menge L C >* jst regular.

m Wenn L1, Ly C X* reguladr sind, dann sind auch L{UL» und Lqo Lo
regular.

m Wenn L reqgular ist, dann ist auch L* regular.
Mit anderen Worten:

Eine Sprache ist genau dann regular, wenn sie sich durch wieder-
holte Anwendung der Operatoren U,o und * aus endlichen Sprachen
aufbauen lasst.

Damit haben wir eine endliche Beschreibung fur jede regulare Sprache.

Beispiele: L,5¢, Lint, Lfix; Lfioat, L1, - - -, Lg Sind regulare Sprachen.
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Regulare Sprachen

Die ‘Mengenausdrucke’ aus Definition 1.1 sind gut lesbare Beschrei-
bungen flir reguldare Sprachen (zumindest flr die Beispiele aus der
Praxis wie Zahldarstellungen, Variablennamen, ....)

Aber:

m Nachteil in der Praxis:
Ein Mengenausdruck fur eine Sprache liefert noch keinen Algo-
rithmus, um die Zugehorigkeit zur Sprache zu testen.

m Nachteil in der Theorie:
Mit Definition 1.1 kann man nur schwer zeigen, dass eine Sprache
nicht regular ist.

Deshalb:
m Alternative Charakterisierungen der regularen Sprachen

m Insbesondere algorithmische Charakterisierungen
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Endliche Automaten

Ein endlicher Automat ist eine ‘Maschine’, die (nur) endlich viele Zu-
stande annehmen kann. Einer der Zustande heil3t Startzustand, einige
Zustande heiBen Endzustande (besser: akzeptierende Zustdande).

Arbeitsweise

m Der Automat erhalt ein Wort w als Eingabe.
m Zu Beginn befindet er sich im Startzustand.

m Er liest w zeichenweise von links nach rechts, wobei jedes Zeichen
einen Zustandsubergang bewirkt.

m [st er nach Abarbeitung von w in einem Endzustand, so wird w
akzeptiert, andernfalls wird w abgelehnt.

Ein endlicher Automat kann also benutzt werden, um die Zugehorigkeit
ZU einer Sprache zu testen.
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Endliche Automaten

Graphische Darstellung eines endlichen Automaten

1

0
m 1 m
<\—/
0
Konvention:

O sind die Zustinde
E)O ist der Startzustand

@ sind die Endzustande

m Akzeptierte Worter: 0, 010, 01100
= Abgelehnte Worter: 1, 101, 11011
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Endliche Automaten

Noch zu klaren:

m Darf der Startzustand zugleich Endzustand sein?
m Durfen alle Zustande Endzustande sein?
m Dirfen die Endzustande ganz fehlen?

m Darf von einem Zustand mehr als ein Pfeil mit ein und demselben
Zeichen ausgehen?

m Muss von jedem Zustand ein Pfeil mit jedem Zeichen ausgehen?
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Endliche Automaten

Definition 1.2 Ein deterministischer endlicher Automat (kurz: DEA)
ist ein 5-Tupel A = (X,Q, s, F,d) mit:
m > /st ein Alphabet
m () ist eine endliche Menge, deren Elemente wir Zustande nennen
m s € (Q ist der sogenannte Startzustand

m ' C (Q ist die Menge der sogenannten Endzustande oder akzep-
tierenden Zustande

B §:Q XX — Q ist die sogenannte Ubergangsfunktion
(totale Funktion!)
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Endliche Automaten

Beispiel (wie oben):

0
=)
—_—
— (0 )——=(n)
0

A= (Z,Q,s,F 6§ mit

« >~ =1{0,1} B QXY —>Q Oder: 6 als Tabelle
, 0
* Q={q a1} (90,0) = 0 0 1
B (90,1) — @1
" S=4q0 (¢1,0) — qo q0 | 90 491
= F'={qo} (¢g1,1) — qq g1 |90 91
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Endliche Automaten

Definition 1.3 Sei A= (X,0Q,s, F,§) ein DEA.

m Eine Konfiguration von A ist ein Element (q,w) € Q x >*.

s Auf der Menge der Konfigurationen von A definieren wir die Uber-
gangsrelation &4 und die Schreibweisen =" fiir n > 0, I—;'; und =%
durch

(q,w) F4 (¢, vw') < es existiert ein a € ¥ mit
w=aw’ und §(q,a) =4

(¢, w) F (¢,w") & es existieren (qg,wq), -, (gn, wn) € Q x =*
mit (q,w) = (qo,wo0), (¢',w") = (qn,wn)
und (qo,wo) Fa -4 (gn, wn).

(g, w) I—j; (qd', w") es existiert ein n > 0 mit (q,w) K’ (¢, w)

(q,w) FY (¢, w") es existiert ein n > 0 mit (q,w) F% (¢, w’)

¢ 3
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Endliche Automaten

Intuition

= Eine Konfiguration (g, w) beschreibt die Situation des Automaten
zu einem Zeitpunkt: Er befindet sich im Zustand g und hat noch
das Wort w zu lesen.

m -, beschreibt den Ubergangsschritt von einem Zeitpunkt zum
nachsten: Das erste Zeichen des Wortes wird gelesen und der
Automat wechselt den Zustand gemaB der Ubergangsfunktion §.

= |-’} steht fir eine Folge von n Ubergangsschritten, I—j fur eine
nichtleere und % fiir eine moglicherweise leere Folge

I—j ist der transitive Abschluss der Relation -4, d.h. die kleinste tran-
sitive Relation, die 4 enthalt.
k

"y Ist der reflexive transitive Abschluss von 4, d.h. die kleinste re-
flexive transitive Relation, die 4 enthalt.
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Endliche Automaten

Beispiel (wie oben):

Eine mogliche Folge von Ubergangsschritten:

(g0,1001) k4 (q1,001) wegen 6(qo,1) = q1
~4 (g0,01) wegen 4(q1,0) = qo
~4 (gq0,1)  wegen §(q0,0) = qo
~a (q1,e)  wegen 6(q0,1) = q1

Also: (gp,1001) % (q1,¢)

Oder: (q0,1001) % (q0,1)
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Endliche Automaten

Warum schon wieder 7 *7
Wo ist das Monoid?

Definition 1.4 Sei M eine Menge (z.B. M = QQ x X*). Die Kompo-
sition R1 o R zweijer Relationen R1, R, C M x M ist definiert durch

RioRy = {(z,y) € M x M |
es existiert ein z € M mit (z,z) € R1 und (z,y) € Ry}

s Dann ist (p(M x M),o) ein Monoid.

= Neutrales Element ist die Gleichheit E); = {(z,z) | z € M}.

m Also konnen wir Potenzen R™ von Relationen R C M x M wie
Ublich definieren (insbesondere ;).

= Und weil auch Relationen Mengen sind, definieren wir analog zu
Sprachen: RT = U,>oR" und R* = U,>q R" (insbesondere I—AJ'
und %)
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Endliche Automaten

Definition 1.5 Sei A= (X.Q,s, F,§) ein DEA.

m Ein Wort w € X* wird von A akzeptiert genau dann wenn €s €in
q € F gibt mit (s,w) % (q,¢).

s Dije von A akzeptierte (oder: erkannte) Sprache L(A) ist definiert

durch
L(A) = {weX"|w wird von A akzeptiert}
= {w € X* | es existiert ein ¢ € F mit (s,w) % (q,e)}
Beispiel

Fur den oben definierten Automaten A qilt:

{w € {0,1}* | (q0,w) " (q0,€)}
{w e {0,1}* | w endet auf 0} U {e}

L(A)
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