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Regulare Sprachen

Grenzen regularer Sprachen

Wie beweist man, dass eine Sprache nicht regular ist?
Oder allgemeiner:
Wie findet man heraus, ob eine Sprache regular ist oder nicht?

Wir hatten schon ein Beispiel—namlich L = {a"b"™ | n > 0}—mit
dem Schubladenprinzip bewiesen.

Jeder DEA A verteilt die Worter w € >* auf endlich viele ‘Schub-
laden’, namlich auf seine Zustande.

Wenn wir also unendlich viele Worter finden, von denen je zwei
nicht in der gleichen Schublade stecken durfen, so kann kein DEA
fur die Sprache existieren.

Bei der Sprache L waren das die Worter a™ mit n > 0.
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Regulare Sprachen

Die Annahme, dass zwei dieser Worter, a* und a7, in ein- und
demselben Zustand landen, fuhrt zum Widerspruch,

denn dann wiirden auch a'® und a/b® in einem gemeinsamen Zu-
stand landen, obwohl a’’ € L und a/b’ ¢ L.

Definition 1.24 Sei L C >*. Zwei Worter ui,unr € 2* heiBen L-
unterscheidbar, wenn ein Wort v € * existiert mit uiv € L und usv ¢
L oder umgekehrt (d.h. wenn man sie nicht in die gleiche Schublade
stecken darf).

Damit erhalten wir das folgende

Beweisprinzip: Um zu zeigen, dass eine Sprache L nicht regular ist,
genugt es, unendlich viele Worter in >* zu finden, die paarweise L-
unterscheidbar sind.
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Beispiele nicht regularer Sprachen:
1. “Ein EA kann nicht zahlen”

m L = {a"" | n > 0}: Die Worter a™ mit n > 0 sind paarweise
L-unterscheidbar, da a'b* € L und a/b* ¢ L fiir alle i # j.

m [ = {w € {a,b}* | #a(w) = #p(w)}: Die Worter a™ mit n > 0
sind paarweise Li-unterscheidbar, da a’® € L1 und a/bt ¢ Ly fiir
alle i # j.

m [ ={a"" |0 <n<m}: Die Worter a™ mit n > 0 sind paarweise
Lo-unterscheidbar, denn: Wenn ¢ # 3, dann durfen wir ¢ < j
annehmen (weil L-Unterscheidbarkeit eine symmetrische Relation
ist) und erhalten a’'t1 € Lo, aber a/b'+1 ¢ Lo weil j >4+ 1.

= I3 = {a™™ | 0 < n < 2™}: Die Woérter a® =1 mit n > 0 sind
paarweise Lz-unterscheidbar, denn: Fir alle i < j gilt a® ~1b% € L
weil 29 — 1 < 2t und a? 1 ¢ Ly weil 29 —1 > 21 421 — 1 > 2%,
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2. “Ein EA kann sich keine beliebig groBen Worter merken”

m L4 = {ww|weE {a,b}*}: Die Worter ab mit n > 0 sind paarweise
La-unterscheidbar, denn: Fiir alle i # j ist a*ba’b € L4 und a’ba’b ¢
L,s. (Man kann auch die Worter a™ betrachten, denn a* und o’
lassen sich durch ba'b unterscheiden.)

s L= {we {a,b}* | w=wl} siehe Ubungsblatt 5, Aufgabe 3

3. “Eine regulare Sprache kann keine beliebig groBen Lucken
enthalten”

n g = {a"2 | n > 0} : Die Worter aus Lg sind paarweise Lg-
unterscheidbar, denn fiir alle i < j gilt ai-a2itl = gi*+2i+1 —
aGTD? ¢ e und af°a2tl = o3 +241 ¢ [ weil 24+ 2i+1 <
2+ 241 = (j+ 1)2 zwischen den beiden aufeinanderfolgen-
den Quadratzahlen j2 und (j 4+ 1)2 liegt, und deshalb selbst keine
Quadratzahl sein kann.
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s Lg = {a® | n > 0} : Die Woérter aus Lg sind paarweise Lg-
unterscheidbar, denn fiir alle i < j gilt 02'q2 = g2'+2 = g2 ¢ Lg
und a?’a? = a2’ 12" ¢ Lg, weil 27 + 2 < 27 4 27 = 2J+1 zwischen
den beiden aufeinanderfolgenden Zweierpotenzen 27 und 27i+1
liegt und deshalb selbst keine Zweierpotenz sein kann.

m L7 ={dP | p ist Primzahl}:

Wir wollen beweisen, dass zwei beliebige Woérter a',al € {a}* L-
unterscheidbar sind, wobei wir wieder + < 7 annehmen durfen.

Dazu brauchen wir eine Zahl k mit a’a® € L7 und a’a® ¢ L7, d.h.
7+ k ist Primzahl und 2 4 £ nicht.

Um ein solches k£ zu finden, genugt es zu wissen, dass die Menge
der Primzahlen beliebig groBe Lucken enthalt, d.h. fur jedes n >
O existieren n aufeinanderfolgende Zahlen, die keine Primzahlen
sind.
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Sei p die kleinste Primzahl, die Uber einer solchen Liucke der GroBe
7 liegt.

Dann sind (mindestens) die Zahlen p—j,...,p—1 keine Primzahlen.
Also kOnnen wir K = p— 5 wahlen, denn 54 k = p ist eine Primzahl

und i+k=1i+p—j7=p—(j—1) fallt in die Licke und ist deshalb
keine Primzahl.

Die Existenz beliebig groBer Lucken in der Menge der Primzahlen
lasst sich leicht einsehen:

Eine Licke der GroBe n bilden z.B. die Zahlen (n+ 1)+ 2, ...,
(n+ 1)!'4+n-+1, denn:

(n + 1)! ist durch jede der Zahlen 2,...,n + 1 teilbar, also ist
(n + 1)! 4+ m durch m teilbar fir jedes m € {2,...,n+ 1}, und
damit keine Primzahl.
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Eine alternative Formulierung des Beweisprinzips

Definition 1.25 Sei L C X*. Zwei Woérter uyi,up € >* heiBen L-
dquivalent (uy ~jy ws), wenn sie nicht L-unterscheidbar sind, d.h.
wenn fir jedes v € * entweder uiv,usv € L oder uqv,usv & L.

Wir schreiben ~«4;, fur die Verneinung von ~j, d.h. uy 241 upo bedeutet,
dass w1 und wuo L-unterscheidbar sind.

Fir jede Sprache L C ~* ist ~; eine Aquivalenzrelation auf Z* (re-
flexiv, transitiv und symmetrisch). Das sient man am besten, wenn
man die Definition von ~; etwas umformuliert: Fir jedes u € 2* sei

Ergr(u) ={vex*|uw € L}

die Menge der L-Erganzungen von w. Dann gilt

uyp ~pup < Ergp(uy) = Ergp(us)
& firalleve X qilt iuiv € L & uov € L
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Intuition:

Die L-Erganzungen von u sind genau die RestwoOrter, die das An-
fangswort v in die Sprache L uberfuhren, also genau die Worter, die
man ‘noch erwartet’, wenn man bereits v gelesen hat.

Also sind zwei Worter uq,uo genau dann L-aquivalent, wenn man nach
Einlesen von uwq und uo die gleichen Restworter erwartet, d.h. wenn
man w1 und uo in die gleiche ‘Schublade’ packen darf.

Schreibweise:
Mit [u]; bezeichnen wir die L-Aquivalenzklasse eines Wortes u € >*,
d.h.

[ul, = {v' e [ ~pu}
Es qilt also

up ~rup & [ui]lp = [us]y,
uy #rupx & [uilp # [us]f
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Damit konnen wir unser Beweisprinzip neu formulieren:

Um zu zeigen, dass eine Sprache L nicht regular ist, genugt es, un-
endlich viele Aquivalenzklassen [u]; zu finden

(denn unendlich viele paarweise L-unterscheidbare Worter sind nichts
anderes als die Vertreter von unendlich vielen Aquivalenzklassen).

Wir wollen zeigen, dass auch die Umkehrung gilt, d.h. dass eine Spra-
che L regular ist, wenn es nur endlich viele L-Aquivalenzklassen gibt.

Beides wird zusammengefasst im Satz von Myhill und Nerode, zu
dessen Vorbereitung wir zunachst noch einige Eigenschaften der Re-
lation ~j beweisen.
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Lemma 1.26

1. Fir alle uy,up,v € Z* gilt: Wenn uy ~p, up, dann uiv ~j unv.

(Eine Aquivalenzrelation mit dieser Eigenschaft bezeichnet man
als Rechtskongruenzrelation.)

2. Flir jedesu e Z* gilt: ue L < [u];, C L. (Also L = Uyerlulr-)

Beweis:

1. Seien uy,uo,v € * und uy ~1 up. Dann gilt fir alle v/ € X*:
(upv)v €L & ui(vv') e L & ux(vw') el & (uyw)v €L
Also ist ujv ~f uov.

2. '« ist Klar.

‘='": Seiue L und v ~p u.

Wegen ue € L ist dann auch v'e € L, also v’ € L. ]
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Satz 1.27 (Satz von Myhill und Nerode) Eine Sprache L C >* st
genau dann reguldr, wenn die Aquivalenzrelation ~1, hur endlich viele
Aquivalenzklassen besitzt.

Beweis:
‘=" Sei L C >* regular.
Sei A= (3X,Q,s,F,5) ein DEA mit L(A) = L
und seien ui,us € Z* mit §*(s,u1) = §*(s, un).
Dann gilt fur alle v € >*:
0*(s,u1v) = 6*(6*(s,uq),v) = 8*(0*(s,un),v) = §*(s, unv),
also uiv € L & 6*(s,uqv) € F' < §*(s,uov) € F < usv € L.

Das bedeutet uy ~ u».
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Damit haben wir bewiesen, dass zwei Worter, die in A zum glei-
chen Zustand fuhren, stets L-aquivalent sind.

Also besitzt ~7 nur endlich viele Aquivalenzklassen,

namlich hochstens n, wobei n die Anzahl der erreichbaren Zustande
von A ist.

‘~": Sei L C * eine Sprache, die nur endlich viele L-Aquivalenz-
klassen besitzt.

Da L-aquivalente Worter in die gleiche ‘Schublade’ gesteckt wer-
den kdnnen, definieren wir einen DEA, der fiir jede L-Aquivalenz-
klasse eine passende Schublade besitzt.

Deshalb nehmen wir die L-Aquivalenzklassen selbst als Schubladen,
d.h. als Zustande eines DEA.
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Sei A= (%,Q,s, F,§) mit:
Q = {[u]r, | w € =*} (die endliche Menge der L-Aquivalenzklassen)

s = [e]lg,

F=A{u]ly,|ve L} (={[u]ly]|[uly €L} nach Lemma 1.26)
6:Q x> —Q d([ulp,a) = [ud]f

Man beachte, dass § wohldefiniert ist, d.h. dass [ua]; unabhangig
von der Wahl des speziellen Vertreters u € [u], ist.

Wenn namlich ' ~; u ein anderes Element aus [u]; ist, so folgt
u'a ~7 ua und damit [u'a]; = [ua]}.

Um zu zeigen, dass A tatsachlich die Sprache L erkennt, beweisen
wir, dass jedes Wort w € >* in die passende Schublade gerat, d.h.

dass
0 (s,w) = [w]; fir alle w € * (%)
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w = €.

6*(s,€)

w = va.

0*(s,va)

S

el L

6(6*(s,v),a)

per Definition von §*

6([v]L,a)

[va] .

Damit erhalten wir:

per Definition von s

per Definition von §*
nach Induktionsannahme fur v

per Definition von ¢

we L(A) & §*(s,w) € F per Definition von L(A)

=

~

=

[w]f, € F
[w]y, € L
w€E L

wegen (*)
per Definition von L

nach Lemma 1.26
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