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Reguläre Sprachen

Grenzen regulärer Sprachen

Wie beweist man, dass eine Sprache nicht regulär ist?

Oder allgemeiner:

Wie findet man heraus, ob eine Sprache regulär ist oder nicht?

Wir hatten schon ein Beispiel—nämlich L = {anbn | n ≥ 0}—mit

dem Schubladenprinzip bewiesen.

Jeder DEA A verteilt die Wörter w ∈ Σ∗ auf endlich viele ‘Schub-

laden’, nämlich auf seine Zustände.

Wenn wir also unendlich viele Wörter finden, von denen je zwei

nicht in der gleichen Schublade stecken dürfen, so kann kein DEA

für die Sprache existieren.

Bei der Sprache L waren das die Wörter an mit n ≥ 0.
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Die Annahme, dass zwei dieser Wörter, ai und aj, in ein- und

demselben Zustand landen, führt zum Widerspruch,

denn dann würden auch aibi und ajbi in einem gemeinsamen Zu-

stand landen, obwohl aibi ∈ L und ajbi /∈ L.

Definition 1.24 Sei L ⊆ Σ∗. Zwei Wörter u1, u2 ∈ Σ∗ heißen L-

unterscheidbar, wenn ein Wort v ∈ Σ∗ existiert mit u1v ∈ L und u2v /∈
L oder umgekehrt (d.h. wenn man sie nicht in die gleiche Schublade

stecken darf).

Damit erhalten wir das folgende

Beweisprinzip: Um zu zeigen, dass eine Sprache L nicht regulär ist,

genügt es, unendlich viele Wörter in Σ∗ zu finden, die paarweise L-

unterscheidbar sind.
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Reguläre Sprachen

Beispiele nicht regulärer Sprachen:

1. “Ein EA kann nicht zählen”

L = {anbn | n ≥ 0}: Die Wörter an mit n ≥ 0 sind paarweise

L-unterscheidbar, da aibi ∈ L und ajbi /∈ L für alle i 6= j.

L1 = {w ∈ {a, b}∗ | #a(w) = #b(w)}: Die Wörter an mit n ≥ 0

sind paarweise L1-unterscheidbar, da aibi ∈ L1 und ajbi /∈ L1 für

alle i 6= j.

L2 = {anbm | 0 ≤ n < m}: Die Wörter an mit n ≥ 0 sind paarweise

L2-unterscheidbar, denn: Wenn i 6= j, dann dürfen wir i < j

annehmen (weil L-Unterscheidbarkeit eine symmetrische Relation

ist) und erhalten aibi+1 ∈ L2, aber ajbi+1 /∈ L2 weil j ≥ i + 1.

L3 = {anbm | 0 ≤ n < 2m}: Die Wörter a2n−1 mit n ≥ 0 sind

paarweise L3-unterscheidbar, denn: Für alle i < j gilt a2i−1bi ∈ L2

weil 2i − 1 < 2i und a2j−1bi /∈ L2 weil 2j − 1 ≥ 2i + 2i − 1 ≥ 2i.
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2. “Ein EA kann sich keine beliebig großen Wörter merken”

L4 = {ww | w ∈ {a, b}∗}: Die Wörter anb mit n ≥ 0 sind paarweise

L4-unterscheidbar, denn: Für alle i 6= j ist aibaib ∈ L4 und ajbaib /∈
L4. (Man kann auch die Wörter an betrachten, denn ai und aj

lassen sich durch baib unterscheiden.)

L5 = {w ∈ {a, b}∗ | w = wR} siehe Übungsblatt 5, Aufgabe 3

3. “Eine reguläre Sprache kann keine beliebig großen Lücken

enthalten”

L5 = {an2 | n ≥ 0} : Die Wörter aus L5 sind paarweise L5-

unterscheidbar, denn für alle i < j gilt ai2a2i+1 = ai2+2i+1 =

a(i+1)2 ∈ L5 und aj2a2i+1 = aj2+2i+1 /∈ L5, weil j2 + 2i + 1 <

j2 + 2j + 1 = (j + 1)2 zwischen den beiden aufeinanderfolgen-

den Quadratzahlen j2 und (j +1)2 liegt, und deshalb selbst keine

Quadratzahl sein kann.
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L6 = {a2n | n ≥ 0} : Die Wörter aus L6 sind paarweise L6-

unterscheidbar, denn für alle i < j gilt a2i
a2i

= a2i+2i
= a2i+1 ∈ L6

und a2j
a2i

= a2j+2i
/∈ L6, weil 2j + 2i < 2j + 2j = 2j+1 zwischen

den beiden aufeinanderfolgenden Zweierpotenzen 2j und 2j+1

liegt und deshalb selbst keine Zweierpotenz sein kann.

L7 = {ap | p ist Primzahl}:

Wir wollen beweisen, dass zwei beliebige Wörter ai, aj ∈ {a}∗ L7-

unterscheidbar sind, wobei wir wieder i < j annehmen dürfen.

Dazu brauchen wir eine Zahl k mit ajak ∈ L7 und aiak /∈ L7, d.h.

j + k ist Primzahl und i + k nicht.

Um ein solches k zu finden, genügt es zu wissen, dass die Menge

der Primzahlen beliebig große Lücken enthält, d.h. für jedes n >

0 existieren n aufeinanderfolgende Zahlen, die keine Primzahlen

sind.
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Sei p die kleinste Primzahl, die über einer solchen Lücke der Größe

j liegt.

Dann sind (mindestens) die Zahlen p−j, . . . , p−1 keine Primzahlen.

Also können wir k = p− j wählen, denn j +k = p ist eine Primzahl

und i+ k = i+ p− j = p− (j− i) fällt in die Lücke und ist deshalb

keine Primzahl.

Die Existenz beliebig großer Lücken in der Menge der Primzahlen

lässt sich leicht einsehen:

Eine Lücke der Größe n bilden z.B. die Zahlen (n + 1)! + 2, . . . ,

(n + 1)! + n + 1, denn:

(n + 1)! ist durch jede der Zahlen 2, . . . , n + 1 teilbar, also ist

(n + 1)! + m durch m teilbar für jedes m ∈ {2, . . . , n + 1}, und

damit keine Primzahl.
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Eine alternative Formulierung des Beweisprinzips

Definition 1.25 Sei L ⊆ Σ∗. Zwei Wörter u1, u2 ∈ Σ∗ heißen L-
äquivalent (u1 ∼L u2), wenn sie nicht L-unterscheidbar sind, d.h.
wenn für jedes v ∈ Σ∗ entweder u1v, u2v ∈ L oder u1v, u2v /∈ L.

Wir schreiben 6∼L für die Verneinung von ∼L, d.h. u1 6∼L u2 bedeutet,
dass u1 und u2 L-unterscheidbar sind.

Für jede Sprache L ⊆ Σ∗ ist ∼L eine Äquivalenzrelation auf Σ∗ (re-
flexiv, transitiv und symmetrisch). Das sieht man am besten, wenn
man die Definition von ∼L etwas umformuliert: Für jedes u ∈ Σ∗ sei

ErgL(u) = {v ∈ Σ∗ | uv ∈ L}

die Menge der L-Ergänzungen von u. Dann gilt

u1 ∼L u2 ⇔ ErgL(u1) = ErgL(u2)

⇔ für alle v ∈ Σ∗gilt : u1v ∈ L ⇔ u2v ∈ L
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Intuition:

Die L-Ergänzungen von u sind genau die Restwörter, die das An-
fangswort u in die Sprache L überführen, also genau die Wörter, die
man ‘noch erwartet’, wenn man bereits u gelesen hat.
Also sind zwei Wörter u1, u2 genau dann L-äquivalent, wenn man nach
Einlesen von u1 und u2 die gleichen Restwörter erwartet, d.h. wenn
man u1 und u2 in die gleiche ‘Schublade’ packen darf.

Schreibweise:

Mit [u]L bezeichnen wir die L-Äquivalenzklasse eines Wortes u ∈ Σ∗,
d.h.

[u]L = {u′ ∈ Σ∗ | u′ ∼L u}

Es gilt also

u1 ∼L u2 ⇔ [u1]L = [u2]L
u1 6∼L u2 ⇔ [u1]L 6= [u2]L
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Damit können wir unser Beweisprinzip neu formulieren:

Um zu zeigen, dass eine Sprache L nicht regulär ist, genügt es, un-

endlich viele Äquivalenzklassen [u]L zu finden

(denn unendlich viele paarweise L-unterscheidbare Wörter sind nichts

anderes als die Vertreter von unendlich vielen Äquivalenzklassen).

Wir wollen zeigen, dass auch die Umkehrung gilt, d.h. dass eine Spra-

che L regulär ist, wenn es nur endlich viele L-Äquivalenzklassen gibt.

Beides wird zusammengefasst im Satz von Myhill und Nerode, zu

dessen Vorbereitung wir zunächst noch einige Eigenschaften der Re-

lation ∼L beweisen.
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Lemma 1.26

1. Für alle u1, u2, v ∈ Σ∗ gilt: Wenn u1 ∼L u2, dann u1v ∼L u2v.

(Eine Äquivalenzrelation mit dieser Eigenschaft bezeichnet man
als Rechtskongruenzrelation.)

2. Für jedes u ∈ Σ∗ gilt: u ∈ L ⇔ [u]L ⊆ L. (Also L =
⋃

u∈L[u]L.)

Beweis:

1. Seien u1, u2, v ∈ Σ∗ und u1 ∼L u2. Dann gilt für alle v′ ∈ Σ∗:

(u1v)v′ ∈ L ⇔ u1(vv′) ∈ L ⇔ u2(vv′) ∈ L ⇔ (u2v)v′ ∈ L

Also ist u1v ∼L u2v.

2. ‘⇐’ ist klar.

‘⇒’: Sei u ∈ L und u′ ∼L u.

Wegen uε ∈ L ist dann auch u′ε ∈ L, also u′ ∈ L. 2
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Satz 1.27 (Satz von Myhill und Nerode) Eine Sprache L ⊆ Σ∗ ist

genau dann regulär, wenn die Äquivalenzrelation ∼L nur endlich viele

Äquivalenzklassen besitzt.

Beweis:

‘⇒’: Sei L ⊆ Σ∗ regulär.

Sei A = (Σ, Q, s, F, δ) ein DEA mit L(A) = L

und seien u1, u2 ∈ Σ∗ mit δ∗(s, u1) = δ∗(s, u2).

Dann gilt für alle v ∈ Σ∗:

δ∗(s, u1v) = δ∗(δ∗(s, u1), v) = δ∗(δ∗(s, u2), v) = δ∗(s, u2v),

also u1v ∈ L ⇔ δ∗(s, u1v) ∈ F ⇔ δ∗(s, u2v) ∈ F ⇔ u2v ∈ L.

Das bedeutet u1 ∼L u2.
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Damit haben wir bewiesen, dass zwei Wörter, die in A zum glei-

chen Zustand führen, stets L-äquivalent sind.

Also besitzt ∼L nur endlich viele Äquivalenzklassen,

nämlich höchstens n, wobei n die Anzahl der erreichbaren Zustände

von A ist.

‘⇐’: Sei L ⊆ Σ∗ eine Sprache, die nur endlich viele L-Äquivalenz-

klassen besitzt.

Da L-äquivalente Wörter in die gleiche ‘Schublade’ gesteckt wer-

den können, definieren wir einen DEA, der für jede L-Äquivalenz-

klasse eine passende Schublade besitzt.

Deshalb nehmen wir die L-Äquivalenzklassen selbst als Schubladen,

d.h. als Zustände eines DEA.
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Sei A = (Σ, Q, s, F, δ) mit:

Q = {[u]L | u ∈ Σ∗} (die endliche Menge der L-Äquivalenzklassen)

s = [ε]L

F = {[u]L | u ∈ L} (= {[u]L | [u]L ⊆ L} nach Lemma 1.26)

δ : Q×Σ → Q δ([u]L, a) = [ua]L

Man beachte, dass δ wohldefiniert ist, d.h. dass [ua]L unabhängig
von der Wahl des speziellen Vertreters u ∈ [u]L ist.

Wenn nämlich u′ ∼L u ein anderes Element aus [u]L ist, so folgt
u′a ∼L ua und damit [u′a]L = [ua]L.

Um zu zeigen, dass A tatsächlich die Sprache L erkennt, beweisen
wir, dass jedes Wort w ∈ Σ∗ in die passende Schublade gerät, d.h.
dass

δ∗(s, w) = [w]L für alle w ∈ Σ∗ (*)
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w = ε:

δ∗(s, ε) = s per Definition von δ∗

= [ε]L per Definition von s

w = va:

δ∗(s, va) = δ(δ∗(s, v), a) per Definition von δ∗

= δ([v]L, a) nach Induktionsannahme für v

= [va]L per Definition von δ

Damit erhalten wir:

w ∈ L(A) ⇔ δ∗(s, w) ∈ F per Definition von L(A)

⇔ [w]L ∈ F wegen (*)

⇔ [w]L ⊆ L per Definition von L

⇔ w ∈ L nach Lemma 1.26 2
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