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Endliche Automaten

Die Beweise der Satze 1.16, 1.17 und 1.18 liefern uns Algorithmen
zur Konstruktion von e-NDEAs aus Mengenausdrucken.

Beispiel:
Mit den Konstruktionen fur {¢}, {a} und U erhdlt man e-NDEAs fur
die Sprachen {e¢,—} und {0, 1}
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Endliche Automaten

Daraus ergibt sich mit den Konstruktionen fiir T und o ein e-NDEA
fiir die Sprache Ly, = {e, —}0{0,1}7T aller Binardarstellungen ganzer
Zahlen.

Fur diesen konnte man jetzt wieder einen aquivalenten NDEA bzw.

DEA konstruieren.
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Endliche Automaten

Zum Beweis von Lreg = Lea fehlt noch
Satz 1.19 Z’EA C Ereg

Beweis:
Sei A=(X,Q,s,F,6) ein DEA mit Q ={q1,...,qn} und s =q;.

Es ist zu zeigen, dass L(A) regular ist.

Dazu betrachten wir—fur alle ¢,5 € {1,...,n}—die Sprachen

L(A) lasst sich als (endliche) Vereinigung einiger dieser Sprachen
Lij darstellen, namlich:

L(A) = {weX™| es existiert ein ¢; € F mit (q1,w) F3 (g5,€)}

[
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Endliche Automaten

Deshalb genugt es zu zeigen, dass die Sprachen Ly; regular sind.
Dazu betrachten wir eine weitere ‘Verfeinerung’ der Sprachen L;;.

Fir jedes k€ {1,...,n+4 1} definieren wir

ij ={w e X*| (¢, w) % (g,e), wobei in F% nur Zwischen-
zustande ¢; mit [ < k benutzt werden}
: _ rnt1l : : : . :
Dann gilt L;; = L;, (weil Il < n 4+ 1 keine Einschrankung ist),
und die Sprachen ij lassen sich durch Induktion uber k definieren:
Lz-lj = {we X" | (q,w) Y (gj,¢) ohne Zwischenzustande}

{a € X |d(q,a) =q;} falls i £ j
{a€ X |6(q;a) =q;}U{e} fallsi=j
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Endliche Automaten

k+1 _ 1k k k k
Lz’j = LijULiko(ka)*Oij
Diese Gleichung erhdlt man durch folgende Uberlegung:
Wenn w € LT, dann gibt es zwei Méglichkeiten:

Entweder q; taucht gar nicht als Zwischenzustand in der Folge
(g, w) F% (gj,¢) auf.

Dann gilt schon w € L,’Z?

Oder wir kénnen die Folge (g;, w) % (g;,¢) Uberall dort unterteilen,
WO gq;. auftaucht.

Dann erhalten wir eine Zerlegung w = wq ... wm (M > 2) mit

(g, w1 ... wm) B (g, w2 .. .wm) Fy - B (g, wm) B (g5, ¢€)

in der alle =% nur noch Zwischenzustande ¢ mit I < k enthalten.
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Endliche Automaten

Mit Lemma 1.6 folgt dann

(Qiaw].) |_j<4 (Qk,&)
(g, w) F% (gpe) furl=2,...,m—1
(9K, wm) |_jk4 (Qj, £)

wobei die I—jl immer noch die gleichen Zwischenzustande enthal-
ten, also nur Zustande g mit | < k.

: k k k
und damit w € LE o (LF )* o Lij.

Damit ist ‘C’' bewiesen und ‘D’ ergibt sich ahnlich (einfacher!),
indem man Folgen von Ubergangsschritten zusammensetzt.

Da alle L,L.lj endlich sind, und jedes L,Z.‘"l durch Anwendung der
Operationen U, o und * aus einigen Lf,j, entsteht, folgt (durch
Induktion uber k), dass alle ij regular sind. O
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Regulare Sprachen

Auch der Beweis von Satz 1.19 ist konstruktiv. Er zeigt uns, wie
wir einen ‘Mengenausdruck’ fur die von einem DEA erkannte Sprache
finden konnen.

Beispiel: Sei A der DEA

Wir bestimmen einen Mengenausdruck fur L(A), wobei wir (schon
bei den Zwischenrechnungen) Vereinfachungen durchfiihren, damit
der Gesamtausdruck nicht zu grol3 wird.

L(A) = Lqio da g, einziger Endzustand ist.

= L3, da A zwei Zustande hat.
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Regulare Sprachen

L3, = L3, U L2,0(L3,)*0L3, laut Gleichung fiir Ly
= L%, U L3,0(L3,)T da L*oL=1L7T
= L3,0{e} UL?,0(L3,)T da {e} neutrales Element fiir o ist
= L3,0({e}U(L3,)T) da o distributiv iiber U ist
= L[%,0(L3,)* da {e}ULT =L*
2 _— 71 1 1 1 : k41
Li;, = Ljp U Ly;o(Liq)* oLy, laut Gleichung fir Ly,
= {1} U {¢,0}0{e,0}*0 {1} laut Gleichung fiir L.
¥
= {1} U {e,0} T o {1} da LoL*=1L7T
= {1} U {0}* o {1} da (LU{e})T =1L*
= {0}" o {1} da {1} € {0} o {1}

Kurt Sieber GTI - WS 2004/05 107



Regulare Sprachen

2
L22

L3, U L3 0(L};)*oLi, laut Gleichung fiir LZ.‘H
= {e,1} U {0} 0 {¢,0}* 0 {1} laut Gleichung fiir L},
= {e,1} U {0} o {0}* o {1} da (Lu{e})*=1L"
= {e,1} U {0} T o {1} da LoL*= L%

Also gilt L(A) = {0}*o{1} o ({e,1} U{0}T o {1})*

Naturlich lieBe sich dieser Ausdruck noch weiter vereinfachen, letzt-
endlich zu {0,1}* o {1}, weil das die von A erkannte Sprache ist. In
seiner jetzigen Form ist er aber aufschlussreicher, weil er noch die
Konstruktionsidee aus dem Beweis von Satz 1.19 erkennen lasst:

Die Menge {0}* o {1} enthalt alle Worter, die von g1 nach ¢p fuhren,
wobei nur qp als Zwischenzustand benutzt wird. Und die Menge
{e,1} U {0} T o {1} enthilt alle Wborter, die von go nach ¢ fiihren,
wobei auch wieder nur g1 als Zwischenzustand benutzt wird.
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Regulare Sprachen

Mit den Satzen 1.17 und 1.19 ist bewiesen, dass

Lreg = LEA
und deshalb sprechen wir ab jetzt nur noch von regularen Sprachen.

Mit anderen Worten:

Wir haben bisher nur eine Sprachklasse kennengelernt, namlich die
Klasse der regularen Sprachen, aber wir haben unterschiedliche For-
malismen zur Darstellung regularer Sprachen:

m DEAS
m NDEAS
m c-NDEAS

m und ‘Mengenausdrucke’

Problem: Fir ‘Mengenausdriicke’ haben wir keine formale (sondern
nur die Ubliche mathematische) Schreibweise.
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Regulare Sprachen

Deshalb: Regulare Ausdrucke

Definition 1.20 Sei > ein Alphabet. Die Menge aller regularen
Ausdrucke uUber > ist induktiv definiert durch:

1. g ist ein regularer Ausdruck Uber 2_.
2. Jedes a € 2 ist ein regularer Ausdruck tliber 3.

3. Wenn o und B regulare Ausdriicke lber 2 sind, dann sind auch
(aB), (a| B) und (a)* reguldare Ausdriicke liber 3.

Ein regularer Ausdruck lber 2 ist also ein Wort uber dem Alphabet
>'=3>U{g(),|, ~}, das nach den Regeln 1. bis 3. aufgebaut ist.

Damit ist die Syntax der regularen Ausdrucke festgelegt.
Es fehlt noch die Semantik.
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Regulare Sprachen

Ein regularer Ausdruck soll naturlich die Sprache beschreiben, die
durch den ‘entsprechenden Mengenausdruck’' definiert ist.

Definition 1.21 Die von einem regularen Ausdruck « beschriebene
Sprache L(«a) ist durch Induktion liber die GréBe von a wie folgt

definiert:
1. L(2) =10
2. L(a) ={a}

3. L((aB)) = L(a) o L(B)
L((a|B)) = L(a) U L(B)
L((a)*) = (L(a))*

Man beachte:

Links stehen Zeichen &, | und *.
Rechts stehen mathematische Schreibweisen: 0, { }, U, o und *.
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Regulare Sprachen

Vereinbarung zur Einsparung von Klammern

s Die Konkatenation bindet starker als ‘|.
= "’ bindet am starksten.

s Konkatenation und ‘|’ sind linksassoziativ, d.h. a3y steht fur (a8)~
und o | B |« fur (a| B) | ~.

(Ebenso gut konnte man Rechtsassoziativitat vereinbaren, da die
Mengenoperationen U und o sowieso assoziativ sind.)

Beispiele
8 Ly =40,...,9} T =L(O0]...19)(0]...]9)%)
" Lipt ={e,—}oLpat=L((&*|-)O]...19)(0]...[9)%)

s L(a™b*) ={a}* o {b}* ={a™b" | m,n > 0}
= L((ab)*) = ({ajo{b})* = {ab}* = {(ab)" | n > O}
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Regulare Sprachen

Per Definition der Semantik regularer Ausdrucke ist es klar, dass die
von einem regularen Ausdruck beschriebene Sprache stets regular ist.
Umgekehrt lasst sich jede regulare Sprache durch einen regularen Aus-
druck beschreiben, denn:

m Alle endlichen Sprachen erhalt man mit Konkatenation und Ver-
einigung aus 0, {e} und den Mengen {a} mit a € =~ (vgl. Beweis
Zzu Satz 1.19).

m Diese Mengen kann man durch regulare Ausdrucke beschreiben,
namlich ) = L(@), {e} = 0* = L(z*) und {a} = L(a).

Also gilt:

Satz 1.22 Eine Sprache ist genau dann regular, wenn sie sich durch
einen regularen Ausdruck beschreiben I1asst.
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Regulare Sprachen

Mit den regularen Ausdrucken haben wir eine formale Syntax zur
Beschreibung regularer Sprachen (anstelle der “iliblichen mathe-
matischen Schreibweise” bei Mengenausdriicken).

Naturlich ubertragen sich die bisherigen Beobachtungen uber Men-
genausdrucke unmittelbar auf regulare Ausdrucke, insbesondere:

Die Konstruktion von e-NDEAs aus dem Beweis zu Satz 1.16 (und
Satz 1.17) liefert zu jedem reguldaren Ausdruck einen aquivalenten
e-NDEA.

Die Konstruktion der Sprachen L;; aus dem Beweis von Satz 1.19
lasst sich so abwandeln, dass sie zu jedem DEA einen aquivalenten
regularen Ausdruck liefert.

Damit haben wir Ubersetzungsalgorithmen, um all die unterschied-
lichen Darstellungen regularer Sprachen (DEAs, NDEAs, e-NDEAs
und reguldare Ausdriicke) ineinander lUberzufiihren.
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Regulare Sprachen

Bezug zur Praxis

Regulare Ausdrucke werden benutzt
m als Eingabe flir Scanner-Generatoren (Compilerbau)
m als Suchmuster in Editoren und Suchmaschinen

m zur Textverarbeitung in Programmiersprachen (z.B. Java)

Meistens hat man eine erweiterte Syntax fur regulare Ausdrucke:
m zusatzliche Zeichen wie ¢, T oder ein Zeichen fiir das Komplement
m Schreibweisen flir endliche Zeichenmengen, z.B. [a-zA-Z]

m Einfuhrung von Namen zur Wiederverwendung eines Ausdrucks,
z.B nat = [0-9]T, int = (e| —) nat

Intern werden regulare Ausdrucke in EAs umgewandelt,

im Prinzip nach unserer Theorie, aber mit effizienteren Algorithmen
(z.B. direkt vom reguldaren Ausdruck zum DEA).
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Regulare Sprachen

Nachdem wir wissen, dass Lreg = Lga 9ilt, kOnnen wir jetzt all un-
sere Formalismen und auch die bewiesenen Abschlusseigenschaften
kombinieren, um zu zeigen, dass eine Sprache regular ist.

Beispiel:

Sei L = {w € {0,1}* | w enthalt 010, aber nicht 110}.

Dann gilt L= L((0]1)*010(0 | 1)*)\ L((0]1)*110(0 | 1)*),
also ist L regular.

Aber auch, um zu zeigen, dass eine Sprache nicht reqgular ist.

Beispiel:

Sei L = {w € {a,b}" | #a(w) = #p(w)}

Dann ist LN L((a*b*)) = {a"b"™ | n > 0},

d.h. wenn L regular ware, dann ware auch {a"™b"™ | n > 0} als Durch-
schnitt zweier regularer Sprachen wieder regular.

Aber von dieser Sprache wissen wir schon, dass sie nicht regular ist.
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Regulare Sprachen

Entscheidbarkeitsfragen

Neben den Ubersetzungsalgorithmen interessieren uns auch Entschei-
dungsalgorithmen. Das sind Algorithmen, die gewisse Fragestellungen
stets korrekt mit ‘ja’ oder ‘nein’ beantworten, z.B.

m die Frage, ob ein Automat die leere Sprache erkennt

m die Frage, ob zwei Automaten aquivalent sind.
In jedem Fall muss geklart werden,

m welche Eingabedaten der Algorithmus erhalt,
m welche Frage uber die Eingabedaten er beantworten soll

(also wie seine Ausgabe von der Eingabe abhdngen soll)
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Regulare Sprachen

Satz 1.23 Flr jede der folgenden Fragestellungen gibt es einen Ent-
scheidungsalgorithmus.

1. Eingabe:

Ein DEA A und ein Wort w. Frage: Ist w € L(A)?

(das sogenannte Wortproblem fiir DEAS)

o K~ WD

Eingabe:
Eingabe:
Eingabe:
Eingabe:

Ein DEA A. Frage: Ist L(A) =07.

Ein DEA A. Frage: Ist L(A) = X*7.

Zwei DEAs A1 und As. Frage: Ist L(A1) C L(A5)7?
Zwei DEAs A1 und As.Frage: Ist L(Aq1) = L(A>)7?
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Regulare Sprachen

Beweis:

1.

Der Algorithmus muss nur den Ablauf des DEA A bei Eingabe
w Simulieren und dann uberprufen, ob der erreichte Zustand ein
Endzustand ist.

L(A) = (0 qgilt genau dann, wenn kein Endzustand erreichbar ist.
Also berechnet man die Menge der erreichbaren Zustande von A
und uberpruft, ob darunter ein Endzustand ist.

Es gilt L(A) =X* < >*\ L(A) = (0. Also konstruiert man zu A
einen DEA A mit L(A) = =*\ L(A) (Algorithmus schon bekannt)
und Uberprift, ob L(A) = 0.

L(A71) C L(A5) dgilt genau dann, wenn L(Aq) N (Z*\ L(A5)) = 0.
Also konstruiert man zu A; und A, einen DEA A mit L(A) =
L(A1) N (XZ*\ L(A)) und uberpriift, ob L(A) = 0.

Um L(A1) = L(A») zu testen, Uberprift man, ob L(A1) C L(A»)
und L(A>) C L(Aq1) gilt. [
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Regulare Sprachen

Naturlich qgilt Satz 1.23 auch fur NDEAs, s-NDEAs oder regulare
Ausdrucke anstelle von DEAS.

Denn wir konnen jeden dieser Formalismen in einen aquivalenten DEA
ubersetzen und brauchen dann nur noch die entsprechende Frage fur
den DEA zu beantworten

(weil es ja Fragen lber die erkannte Sprache sind).
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