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Aufgabe 1
Zeigen Sie: Wenn S abzählbar ist und Φ ⊆ LS ein unendliches Modell besitzt, dann besitzt
Φ ein abzählbar unendliches Modell.

Aufgabe 2
Seien ϕ, ϕ1, . . . ∈ LS

0 und Φ,Φi, . . . ⊆ LS
0 und sei KS die Klasse aller S-Strukturen. Beweisen

Sie die folgenden Eigenschaften des Mod-Operators:

a. ModS(ϕ) = KS ⇔ ϕ allgemeingültig

b. ModS(ϕ) = ∅ ⇔ ϕ unerfüllbar

c. ModS(¬ϕ) = KS \ModS(ϕ)

d. ModS(ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn) =
⋂n

i=1 ModS(ϕi)

e. ModS(ϕ1 ∨ . . . ∨ ϕn) =
⋃n

i=1 ModS(ϕi)

f. ModS(Φ) =
⋂

ϕ∈Φ ModS(ϕ)

g. ModS({ϕ1, . . . , ϕn}) = ModS(ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕn)

h. ModS(
⋃

i∈I Φi) =
⋂

i∈I ModS(Φi)

i. ModS({ϕ1 ∨ . . . ∨ ϕn | ϕi ∈ Φi für i = 1, . . . , n}) =
⋃n

i=1 ModS(Φi)

j. ModS(Φ) = ∅ ⇔ es gibt eine endliche Menge Φ0 ⊆ Φ mit ModS(Φ0) = ∅

k. ModS(
⋃

i∈I Φi) = ∅ ⇔ es gibt eine endliche Menge I0 ⊆ I mit ModS(
⋃

i∈I0
Φi) = ∅

l.
⋂

i∈I ModS(Φi) = ∅ ⇔ es gibt eine endliche Menge I0 ⊆ I mit
⋂

i∈I0
ModS(Φi) = ∅



Aufgabe 3
Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften von elementaren und ∆-elementaren Klassen:

a. Jede elementare Klasse ist ∆-elementar.

b. ∅ und KS sind elementar.

c. Komplement, endlicher Durchschnitt und endliche Vereinigung von elementaren Klas-
sen sind wieder elementar.

d. Jede ∆-elementare Klasse ist Durchschnitt von elementaren Klassen.

e. Endliche Vereinigung und beliebiger Durchschnitt von ∆-elementaren Klassen sind
wieder ∆-elementar.

f. Für jede ∆-elementare Klasse K gilt K = ModS(Th(K)).

g. Für ∆-elementare Klassen Ki(i ∈ I) gilt:⋂
i∈I Ki = ∅ ⇔ es gibt eine endliche Menge I0 ⊆ I mit

⋂
i∈I0

Ki = ∅

h. Für jede Klasse K ⊆ KS gilt: K elementar ⇔ K und (KS \ K) ∆-elementar

i. Sei K elementar, K′ ⊆ K. Dann gilt: K′ elementar ⇔ K′ und (K \ K′) ∆-elementar

Aufgabe 4
Sei S = {<}, wobei < ein 2-stelliges Relationszeichen ist. Eine (irreflexive) partielle Ordnung
ist eine S-Struktur, die die folgenden Axiome erfüllt:

(irrefl) ∀x.¬x < x
(asymm) ∀x, y.¬ (x < y ∧ y < x)

(trans) ∀x, y, z. x < y ∧ y < z → x < z

Eine irreflexive partielle Ordnung heißt wohlfundiert oder Noethersch, wenn es in ihr keine
unendlich absteigenden Folgen a0 > a1 > . . . gibt, z.B. ist (N, <) wohlfundiert, aber (Z, <)
nicht.

Zeigen Sie, daß die Klasse aller wohlfundierten partiellen Ordnungen nicht ∆-elementar ist.
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