Lésungen zu Ubungsblatt 5

Aufgabe 1

Gesucht ist jeweils ein regulirer Ausdruck o; mit L; = L(«y).
a. [, = {a*" | n e N}

Man wéhle oy = (aaa)*a.

b. Ly = {w € {a,b}* | aa ist kein Teilwort von w}.
Ein Wort w liegt genau dann in L, wenn auf jedes Vorkommen des
Zeichens a in w entweder eine nichtleere Folge von bs folgt oder gar

kein Zeichen mehr folgt. Damit ist klar, dass man ay = b*(ab™)*(ale)
wéhlen kann (vgl. Aufgabe 4 c¢. von Ubungsblatt 1).

c. Ly ={w € {a,b}* | erstes und letztes Zeichen von w stimmen {iberein}
Man wéhle a3 = a(a|b)*a|b(alb)*b

Des weiteren ist fiir jede der Sprachen L; eine rechtslineare Grammatik G;
gesucht mit L; = L(G;).

Eine rechtslineare Grammatik G = (X, N, S, P) arbeitet dhnlich wie ein
NDEA. Jede Ableitung in G ist von der Form

S = CL1A1 = a1a2A2 = ... = al...anAn = Q1...0yh

mit n € N, a1,...,a, € X und A;,..., A, € N. Dabei enthélt das Nicht-
terminalzeichen Ay die notwendige Information iiber das bereits erzeugte
Teilwort a; .. .a; (analog zum aktuellen Zustand eines NDEA, der die not-
wendige Information tiber das bereits gelesene Teilwort enthélt).

Mit dieser Intuition erhélt man die folgenden rechtslinearen Grammatiken
fiir die Sprachen L;:

a. Man verwendet drei Nichtterminalzeichen Ag, Aq, Ay, wobei A; bedeu-
tet, dass das bereits erzeugte Teilwort von der Form a*"** (n € N) ist.
Damit erhélt man G = (X, N, S, P) mit ¥ = {a}, N = {4, 41, A},
S = AO und P = {AO — CLAl, Al — CLAQ, A2 — CLAo, Al — 6}.

b. Es geniigen zwei Nichtterminalzeichen S und A, wobei A bedeutet, dass
man als letztes ein a erzeugt hat (also im néchsten Schritt kein weiteres
a erzeugen darf). Damit erhdlt man Gy = (X, N, S, P) mit ¥ = {a, b},
N={S,A} und P={S —aA, S—bS,S—e, A—=bS, A— c}.

c. Man verwendet fiinf Nichtterminalzeichen S, A, A’, B, B’ mit folgender
Bedeutung: A besagt, dass das bisher erzeugte Wort mit a beginnt und
mit a endet. A’ besagt, dass es mit a beginnt und mit b endet. Analog
fir B und B’. Damit erhdlt man Gz = (X, N, S, P) mit X = {a,b},
N ={S, A, A" B,B'} und

P={S—aA, A—aA|bA |e, A — aA|bA
S —bB, B—bB|aB'|e, B —bB|aB'}



Aufgabe 2

Gesucht ist jeweils eine kontextfreie Grammatik G; mit L; = L(G;). Um eine
Aussage der Form L = L(G) zu beweisen, muss man zeigen, dass

S=cw & wecl firalleweX” (1)

Fiir ‘=" bietet sich eine Induktion iiber die Lénge der Ableitung S =7 w an
und fiir ‘<=’ eine Induktion iiber die Grofie von w. Wie bei jedem Induktions-
beweis ist es aber méglich, dass man die Behauptung zuerst verallgemeinern
muss, damit der Induktionsbeweis gelingt. Dazu bieten sich—wie bereits in
der Vorlesung erwahnt—=zwei Moglichkeiten an:

e Man beweist eine Aussage iiber alle Satzformen der Grammatik, d.h.
eine Aquivalenz der Form

S=Lu & uwel firaleue (NUX)* (2)

e Man beweist fiir jedes Nichtterminalzeichen A eine Aquivalenz der
Form

A=Lw & we Ly furallewe X" (3)

Wir verwenden bei der informalen Argumentation und in den Bewei-
sen. Da unsere einfachen Grammatiken meist nur das Nichtterminalzeichen

S besitzen, reduziert sich auf die urspriingliche Aussage .

a. Ly = {wcw® | w € {a,b}*}
Man wihle Gy = (£, N, S, P) mit ¥ = {a,b,c}, N = {S} und

P ={S —aSa, S — bSb, S — ¢}

Mit den ersten beiden Produktionen lassen sich genau die Worter der
Form aj ...apSay...a; mit k > 0 und aq,...,ax € {a,b} ableiten, also
genau die Wérter der Form wSw mit w € {a,b}*. Mit der letzten
Produktion lasst sich dann das S in der Mitte durch ¢ ersetzen. Andere
Ableitungen sind nicht moglich.

Beweis fiir L; = L(Gy):
7g7:
Durch Induktion {iber |w| zeigt man S =* wew?® fiir alle w € {a, b}*.

lw| = 0:

Dann ist w = € und S = ¢ = ecel.



]w[ > 0:

Dann ist w = zv mit z € {a, b} und |v| < |w|. Also gilt nach Induktions-

annahme S =* vev® und damit S = 2S5z =* zvcvfz = (20)c(20)f =

UJCU}R.

737:

Durch Induktion iiber n zeigt man: Wenn S =" w mit w € ¥*, dann
ist w € L.

n=1:

Dann ist die Ableitung von der Form S = ¢ und es gilt ¢ = ece® € L.

n > 1:

Dann ist die Ableitung von der Form S = 2S5z =""! w mit z € {a, b},
w = zvz fiir ein v € ¥* und S =""! v. Nach Induktionsannahme ist
dann v € Ly, d.h. es existiert ein u € {a,b}* mit v = ucu’®. Also gilt
auch w = zvz = zucufz = (zu)c(zu)f € L.

. Ly = {ww® | w € {a,b}*}

Man wihle Gy = (£, N, S, P) mit ¥ = {a,b}, N = {S} und

P={S—aSa, S — bSb, S — ¢}

Wie in a. erhélt man mit den ersten beiden Produktionen genau die
Woérter der Form wSw® und mit der letzten Produktion lisst man das
S in der Mitte verschwinden. Andere Ableitungen sind nicht moglich.

Der Beweis fiir Ly = L(G2) verlauft dhnlich wie in a.

. Ly ={w € {a,b}* | w = w?}
Man wéhle G5 = (3, N, S, P) mit ¥ = {a,b}, N = {S} und

P={S —aSa, S—bSb, S —¢, S —a, S — b}

Ein Wort w € L ist entweder von der Form vo® mit v € {a,b}* (wenn
lw| gerade ist) oder von der Form vzv® mit v € {a,b}* und z € {a,b}
(wenn |w| ungerade ist). Die Worter der Form vo® erhiilt man wie in
b. und diejenigen der Form vzvf wie in a. Andere Ableitungen sind
nicht moglich.

Beweis fiir Ly = L(G3):
7g7:

Durch Induktion iiber |w| zeigt man S =* w fir alle w € Ls.



lw| < 1:

Dann ist w € {e, a,b} und damit S = w.

lw| > 1:

Wegen w = w® und |w| > 1 existieren 2z € {a,b} und v € {a,b}* mit
w = zvz fiir ein v € ¥* und v = vf. Nach Induktionsannahme gilt
dann S =* v, also auch S = 25z =" zvz = w.

737:

Durch Induktion iiber n zeigt man: Wenn S =" w mit w € ¥*, dann
ist w = w?.

n=1:

Wegen S = w gilt w € {¢,a,b} und damit w = w’.

n > 1:

Dann ist die Ableitung von der Form S = 2S5z =""! w mit z € {a, b},

w = zvz fir ein v € ¥* und S =" v. Nach Induktionsannahme ist

dann v = v, also gilt auch w = zvz = z0ftz = W,

. L4:{amb2m | mGN}
Man wihle G4 = (X, N, S, P) mit ¥ = {a,b}, N = {S} und

P ={S — aSbb, S — ¢}

Mit der ersten Produktion erh&lt man genau die Worter der Form
a™Sv*™ mit m € N. Mit der zweiten Produktion ldsst man das S
verschwinden. Andere Ableitungen sind nicht moglich.

Der Beweis fiir Ly = L(G,) verlauft wieder dhnlich wie in a.

. Ly ={a™b" | n > 2m}
Man wéhle G5 = (3, N, S, P) mit ¥ = {a,b}, N = {S, B} und

P={S — aSbb, S — B, B— Bb, B — b}

Mit der ersten Produktion erhélt man genau die Worter der Form
a™Sb*™ mit m € N. Mit den {ibrigen Produktionen erhilt man an-
schlieend aus dem S eine beliebige nichtleere Folge von bs, also insge-
samt ein Wort der Form a™b™ mit n > 2m. Andere Ableitungen sind
nicht moglich.

Beweis fiir Ly = L(G5):

Zunichst ist klar, dass aus B genau die Woérter der Form b mit k& > 0
ableitbar sind. Damit ergibt sich die Mengengleichheit wie folgt.



7g7:
Durch Induktion {iber m zeigt man S =* a™b" fiir alle m € N und
n > 2m.

m =0:

Es gilt S = B =*b" fiir alle n > 0 = 2m.

m > 1:

Fiir alle n > 2m > 2 gilt a™b" = aa™ 10" 2. Wegen n — 2 > 2m — 2

= 2(m — 1) gilt nach Induktionsannahme S =* ™ '0""2 also auch

S = aSh? =* aa™ "2 = a™b".

727:

Durch Induktion iiber k zeigt man: Wenn S =* w mit w € ¥*, dann

ist w € Ls.

Die Ableitung ist entweder von der Form S = B =* w oder § =

aSbb =*"1 w mit w = avbb fiir ein v € ¥* und S =*"1 v. Im ersten

Fall gilt w = b" = a®b" fiir ein n > 0 also w € Ls. Im zweiten Fall gilt

nach Induktionsannahme v € Ly also v = a”b™ mit n > 2m. Dann ist

w = avbb = a™ "2 also w € Ly wegen n+ 2 > 2m + 2 = 2(m + 1).

. Lg = {a™b"c™ | m,n € N}

Man wéhle Gg = (X, N, S, P) mit ¥ = {a,b,c}, N ={S, B} und
P={S—aSc, S— B, B— Bb, B— ¢}

Mit der ersten Produktion erhélt man genau die Worter der Form a”Sc¢”

mit n € N. Mit den iibrigen Produktionen lésst sich das S durch eine
(moglicherweise leere) Folge von bs ersetzen.

Der Beweis fiir Lg = L(Gg) ergibt sich &hnlich wie in e.

. Ly ={a™b™ ™ | m,n € N} = {a™0™ | m € N} o {b"c¢" | n € N}

Man wéhle G7 = (3, N, S, P) mit ¥ = {a,b,c}, N = {5,551, S2} und
P = {S — 5152, 51 — CLSlb, Sl — &, SQ — bSQC, SQ — 8}

G7 ist wie im Beweis zu Satz 3.24 aus zwei KFGs fiir die Sprachen
{a™b™ | m € N} und {b"c" | n € N} zusammengesetzt. Deshalb ist
klar, dass G; die Konkatenation der beiden Sprachen erzeugt.



Aufgabe 3

Nach dem Verfahren aus der Vorlesung ergibt sich der Kellerautomat M zur
kontextfreien Grammatik G, wie folgt:

M= (3T,Q,s, F,A) mit

- ¥ ={a,b,c}

-I'=XUN ={a,b,c,S, S, 5}

- Q = {Svf}

- F={f}

- A={((s,e,¢),(f,9)), (1)
((f75 S) (f> 8132))5 (2)
((f,E 51) (f,aS:1b ))7 (3)
((f.e, 1), (f.€)), (4)
((f,e,82), (f,052¢)), (5)
((f.e,52),(f.2)), (6)
((f,a,a),(f,€)), (7)
((f0,0),(f.€)), (8)
((f,c.0),(f,€) } (9)

Ein akzeptierender Lauf fiir das Wort aabbbc ist

f,e ) mit
f.e.€) mit

(s,aabbbc,e) by (f, aabbbe, S) mit (1)
Far (f, aabbbe, S1.53) mit (2)
Fa (f, aabbbe, aS1bSs)  mit (3)
Far (f, abbbe, S16Ss) mit (7)
Far (f, abbbe, aS1bbSy)  mit (3)
o (f bbbc bbSs) mit (4)
Fu (f be, SQ) mit (8)
Far o (f, be, bSac) mit (5)
Faur (f, ¢, Sac) mit (8)

( (6)
( (9)

Eine Linksableitung und eine Rechtsableitung fiir das Wort aabbbc sind

S = 519 = aS1bSy; = aaS1bbSy; = aabbS; = aabbbSsc = aabbbe
S = 519 = S1bSy¢ = Sibec = aS1bbe = aaS1bbbc = aabbbe

Der Syntaxbaum sei dem Leser iiberlassen.



Aufgabe 4

Es wird hier nur ein Kellerautomat fiir die Sprache L; angegeben. Die Ideen,
die bei der Konstruktion verwendet werden, insbesondere die Ausnutzung
spontaner Zustandsiibergéinge, lassen sich auch beim Entwurf von Kellerau-
tomaten fiir die (einfacheren) Sprachen L; bis Lg ausnutzen. Dies sei dem
Leser iiberlassen.

Ein einfacher Kellerautomat M, der die Sprache L; akzeptiert, arbeitet
in 4 Phasen: In der ersten Phase verschiebt er as von der Eingabe in den
Keller, in der zweiten hebt er as im Keller gegen bs in der Eingabe auf, in der
dritten verschiebt er bs in den Keller, und in der vierten hebt er bs im Keller
gegen cs in der Eingabe auf. Die iibergéinge zwischen den einzelnen Phasen
erfolgen jeweils durch einen spontanen Zustandsiibergang.

Die exakte Definition des Kellerautomaten sieht so aus:

M= (3T,Q,s, F,A) mit

- ¥ ={a,b,c}

-I'=X

- Q = {Svpv%f}

- F={f}

- A={ ((s,a,¢),(s,a)), (1) as verschieben
((s,,€),(p,e)), (2) spontaner Ubergang
((p,b,a),(p,e)), (3) as gegen bs autheben
((p,€,€),(¢q,€)), (4) spontaner Ubergang
((g,b,€),(q,€)), (b) bs verschieben
((g.€,€),(f.€)), (6) spontaner Ubergang
((f,e,b),(f,e)) + (7) bs gegen cs autheben

Es bleibt zu zeigen, dass tatséchlich Ly = L(M) gilt:

‘C’: Sei w € Ly, also w = a™b™ "™ mit m,n € N. Dann gilt

(s,w,e) = (s,a™b™ " e) FT (s,0mT"¢" ™) mit (1)
Far (p, 0™ a™) mit (2)
F (p, e e) mit (3)
Far (g, b7 €) mit (4)
e (g, ¢, ™) mit (5)
Fuo (f, " 07) mit (6)
Fre (f,e,€) mit (7)

also ist w € L(M). Man beachte, dass nur ein akzeptierender Lauf angegeben
werden muss. Man darf also annehmen, dass der Kellerautomat stets “das
Richtige tut” und insbesondere die spontanen Zustandsiibergénge stets zum
richtigen Zeitpunkt ausfiihrt.



‘2’ Sei w € L(M), d.h.

(s,w,e) Fy (fre8) (%)

Da man von s nur iiber p und ¢ zum Endzustand f gelangen kann, muss es
k,l,m,n € N mit k < m geben so, dass sich (x) wie folgt aufteilen lasst:

(s,w,e) F (s,wy,a™) mit (1)
Far (p,wy,a™) mit (2)
Hr o (pywa, a™F) mit (3)
Fa (g, wa, a™F) mit (4)
o (g, ws, bha™ %) mit (5)
Fa (f,ws, ba™ %) mit (6)
o (f,e,€) mit (7)

Dann muss aber gelten:

w = a™w, wegen der ersten Zeile
w; = bPw, wegen der dritten Zeile
wy = b"ws3 wegen der fiinften Zeile

w3 = ¢"” und k = m wegen der siebten Zeile

Zusammen ergibt sich daraus w = a™b™b"c" = a™b"™ """ € L.

Aufgabe 5

a.

Seien G1 = (E, Nl, Sl, Pl) und GQ = (Z, NQ, 527 PQ) kontextfreie Gram-
matiken. Es ist zu zeigen, dass eine kontextfreie Grammatik G existiert

mit L(G) = L(G1) U L(G).

Wir diirfen annehmen, dass Ny NNy = () ist (denn dies kann man durch
Umbenennung von Nichtterminalzeichen erreichen). Dann erhélt man
die gewiinschte Grammatik G wie folgt.

G = (%, N, S, P) mit

- S ist ein neues Nichtterminalzeichen, d.h. S ¢ N; U N,

- N={S}UN,UN,

- P:{S—>51,S—>SQ}UP1UP2
Es bleibt zu zeigen, dass tatsichlich L(G) = L(G;) U L(Gs) gilt.
(27:

Sei w € L(G;) fiir ein ¢ € {1,2}, dh. S; =¢ w. Dann gilt wegen
P, C P auch S; = w und damit S =¢ S; = w, also w € L(G).



‘Cn

Sel w € L(G), also S = w. Da S ein neues Zeichen ist, kann der erste
Schritt in dieser Ableitung nur mit einer der beiden neuen Produktionen
S — S, erfolgt sein, d.h. es gilt S =¢ S; =& w fiireini € {1,2}. Wegen
N; N Ny = (0 kénnen alle Schritte in S; =¢ w nur mit Produktionen
aus P; erfolgt sein. Also gilt auch S; =¢, w und damit w € L(G;).

. wurde bereits in der Vorlesung bewiesen.
. Sei G = (X, N, S, P) eine kontextfreie Grammatik. Es ist zu zeigen,
dass eine kontextfreie Grammatik G existiert mit L(GT) = L(G)".
Eine solche Grammatik G erhilt man, indem man die Produktionen
von G spiegelt, d.h. man wéahlt

GHf=(2,N,S,PH)y mit PF={A—=+%|(A—=~v)cP}

Um zu zeigen, dass tatsichlich L(GT) = L(G)" gilt, beweist man
zunéchst, dass sich jeder einzelne Ableitungsschritt spiegeln lasst, d.h.
dass fiir alle o, f € (N U X)* gilt

a=agf & oft =@GR BR (4)

Beweis von (4)):

Wegen der Symmetrie geniigt es ‘=’ zu zeigen. Sei also a = 3, d.h.
es existieren u,v € (N UX)* und (A — v) € P mit a = vAv und
B = uyv. Wegen aff = vBAul, g% = vByByf und (A — %) € PR
folgt daraus af =,r B

Aus folgt leicht (durch Induktion {iber die Liange der Ableitung),
dass sich auch eine Folge von Ableitungsschritten spiegeln lasst, d.h.
dass
a=gh & alf =i ph ()
fir alle o, € (N U X)* gilt. Daraus ergibt sich schliefilich
welLlG) & S=tw
per Definition von L(G)
& S=hewh
wegen
s wh e L(GY)
per Definition von L(G*)

also L(G®) = {w® | w € L(G)} = L(G)".



